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1. INTRODUCCIO´N
Uno de los grandes cambios en la ciencia moderna ha sido el desarrollo de herramientas para
preparar, manipular y medir el estado meca´nico cua´ntico de un sistema f´ısico. Gracias a estos
avances, es posible la realizacio´n experimental de sistemas conformados por bosones ultra
fr´ıos confinados en redes o´pticas; este tipo de sistemas resultan ser muy interesantes, pues
exhiben una gran variedad de feno´menos cua´nticos como son la interferencia, el tunelamiento
y el auto-atrapamiento [1, 2].
El tunelamiento de part´ıculas boso´nicas e interactuantes a trave´s de barreras cla´sicamente
impenetrables, constituye uno de los principales temas de estudio en la f´ısica cua´ntica y es el
tema de estudio de la presente tesis. El feno´meno de tunelamiento cua´ntico, se realiza experi-
mentalmente utilizando sistemas compuestos por unos pocos a´tomos ultra-fr´ıos atrapados en
redes o´pticas, que son esencialmente cristales artificiales de luz con un patron de intensidad
perio´dico. Estas redes o´pticas se forman por la interferencia de dos o ma´s rayos la´ser y permi-
ten un alto control tanto en la geometr´ıa como en la profundidad del pozo de confinamiento
[3].
La dina´mica de interaccio´n entre a´tomos boso´nicos en redes o´pticas y restringidos a dos modos,
se ha descrito por medio de la solucio´n nume´rica del hamiltoniano de Bose-Hubbard [1], que
incorpora tanto el tunelamiento de part´ıculas individuales entre los sitios de red, como el
tunelamiento de parejas interactuantes [4]; gracias a este modelo se ha obtenido informacio´n
importante sobre los mecanismos de tunelamiento y resonancias en el sistema, sin embargo,
para poder estudiar de forma eficiente la f´ısica del sistema cuando la interaccio´n entre las
part´ıculas es fuerte, se hace necesario ir ma´s alla´ del l´ımite del modelo de Bose-Hubbard [5].
Por otra parte, los ca´lculos nume´ricos de la dina´mica cua´ntica para pocos bosones a trave´s de
una barrera de potencial unidimensional, muestran desviaciones de los resultados obtenidos
mediante la aproximacio´n de campo medio [6], as´ı como se establece una diferencia en la
dina´mica del sistema boso´nico cuando las interacciones son de tipo repulsivo y cuando son de
tipo atractivo [7].
Los estudios realizados cuando la interaccio´n entre las part´ıculas va desde la interaccio´n de´bil
hasta el l´ımite de interaccio´n fuerte, incluyen me´todos anal´ıticos como el ansatz de Bethe
y simulaciones nume´ricas como la diagonalizacio´n exacta, la multi-configuracio´n dependiente
del tiempo de Hartree y la representacio´n de variable discreta entre otros [8].
Otra manera de estudiar la interaccio´n entre part´ıculas, es por medio de la aproximacio´n
variacional dependiente del tiempo, la cual se ha utilizado en el estudio de sistemas de muchos
cuerpos para obtener soluciones anal´ıticas de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii y describir la
dina´mica de sistemas como los condensados de Bose-Einstein (CBE) con pocos para´metros [9].
Entre los estudios teo´ricos realizados por medio de la aproximacio´n variacional dependiente del
tiempo, en sistemas de muchos cuerpos como los CBE, se puede mencionar a Luca Salasnich,
quien hace un estudio de la dina´mica de los condensados de Bose-Einstein atrapados en un
potencial armo´nico y de´bilmente interactuantes, deduciendo la accio´n de Gross-Pitaevskii
(GP) y la ecuacio´n de GP, a partir de la imposicio´n del principio de mı´nima accio´n, a la
accio´n cua´ntica de muchos cuerpos [10]. Con este me´todo se han estudiado las propiedades
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esta´ticas del CBE y la dina´mica cerca del estado base.
Los CBE con interacciones dipolares provenientes de campos ele´ctricos externos o momentos
magne´ticos permanentes han sido estudiados por S. Yi y L. You, quienes utilizan el principio
variacional dependiente del tiempo, para poder describir algunas caracter´ısticas importantes
que se observan en las soluciones nume´ricas de la funcio´n de onda del condensado [11]. Otra de
las propiedades de los CBE, es la pe´rdida de coherencia espacial, que se debe a la fragmentacio´n
del condensado cuando este se confina en un pozo con una barrera de potencial infinita. R.
Spekkens y J. E. Sipe, estudian la transicio´n entre un condensado simple que se da en ausencia
de alguna barrera de potencial y un condensado fragmentado que se presenta cuando existe
una barrera de potencial infinita, por medio de una aproximacio´n variacional con restricciones.
Esta transicio´n se estudia, analizando el estado base de un CBE con una interaccio´n entre
part´ıculas de tipo repulsivo y confinadas en un doble pozo de potencial [12].
El estudio de la dina´mica del tunelamiento de part´ıculas a trave´s de barreras cla´sicamente
impenetrables, es un tema que aun se mantiene vigente, como lo muestra el grupo de A.
Lode, quienes recientemente hicieron un estudio teo´rico sobre el feno´meno del tunelamiento
cua´ntico en un sistema conformado por gases ato´micos ultra-fr´ıos y con una interaccio´n de´bil
entre part´ıculas de tipo repulsivo. El estado inicial del gas de bosones, es un estado coherente
y confinado en una trampa de potencial parabo´lica, que se puede transformar en un potencial
abierto, permitiendo el tunelamiento de las part´ıculas a un espacio con potencial cero. Los
estudios nume´ricos se basan en la solucio´n de la ecuacio´n dependiente del tiempo de Schro¨din-
ger para multiples part´ıculas en una dimensio´n. El sistema se configura con 2,4 o 101 a´tomos
de 87Rb que se encuentran en el estado base de una trampa parabo´lica [13].
A. F. R. de Toledo Piza, plantea un formalismo para estudiar la dina´mica de N bosones ide´nti-
cos que se encuentran confinados en un pozo de potencial y restringidos a dos modos, teniendo
en cuenta la no-linealidad de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii (GP) en el proceso dina´mico. El
formalismo de Piza consiste en derivar las ecuaciones acopladas de movimiento, a partir de una
aproximacio´n variacional dependiente del tiempo con ligaduras en segunda cuantizacio´n [14];
este formalismo aparece como un posible me´todo para analizar la dina´mica de condensados,
en particular, aquellos producidos en Brasil por el grupo de Vanderlei Bagnato. Una de las
preocupaciones de este grupo, es la produccio´n de condensados de Bose-Einstein confinados en
trampas ato´micas 1 y cuyos estados se encuentren en estados diferentes al estado base; estos
estados son conocidos como modos topolo´gicos coherentes y pueden obtenersen por medio de
campos oscilatorios externos [15].
Entre los principales inconvenientes de utilizar un principio variacional dependiente del tiempo
en el estudio de los condensados, se encuentra que las ecuaciones dina´micas no son tan sencillas
de resolver y no presentan estados estacionarios. Este problema tendr´ıa que subsanarse para
comenzar con la premisa del grupo de Bagnato: la existencia de modos topolo´gicos coherentes.
Con el fin de explorar el formalismo planteado por A. F. R. de Toledo Piza para N bosones
ide´nticos y restringidos a dos modos, se explorara´ un problema mucho ma´s sencillo, como
lo es el problema del tunelamiento de dos bosones ide´nticos en un potencial de pozo doble
1El estudio de la dina´mica del condensado de Bose-Einstein con interaccio´n de´bil, se realiza tradicionalmente
por medio de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii (GP) [8]
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y con una interaccio´n mutua de corto alcance. A la aproximacio´n variacional propuesta por
Piza, se le hacen en este trabajo dos aproximaciones adicionales: una aproximacio´n variacional
en la cual los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n, no dependen de el tiempo y otra
aproximacio´n variacional, en la cual los dos modos dependientes del tiempo son combinaciones
lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n.
Si bien la dina´mica de una part´ıcula en este potencial no puede resolverse de manera com-
pletamente anal´ıtica, este potencial permite un tratamiento semi-anal´ıtico, de modo que el
trabajo no se vuelve completamente nume´rico desde el principio. Tal vez desde el punto de
vista pra´ctico, esta no es una consideracio´n tan importante, pero desde el punto de vista de
la formacio´n del estudiante, s´ı que es una caracter´ıstica relevante.
El sistema que se va a estudiar mediante el formalismo planteado por A. F. R. de Toledo Piza
para N bosones ide´nticos, se encuentra conformado por dos a´tomos de rubidio 87Rb, cuya
masa es de 144.42×10−27kg [16] y que se encuentran confinados en un doble pozo de potencial
sime´trico; cada pozo tiene un ancho de a = 10µm, una barrera de potencial2 de V0 = h × 3
kHz, un ancho total de 22µm [17] y tiene sus puntos de equilibrio en b = ±6µm. El potencial
biestable en el cual se basa el estudio, sera´ remplazado por un pozo ma´s sencillo como lo es
el potencial cuadrado, representado por las l´ıneas discontinuas de la figura 1. Este potencial
reproduce las caracter´ısticas ma´s interesantes del potencial biestable [18].
Figura 1: Doble pozo de potencial.
Potencial biestable (l´ınea continua) y el potencial simplificado (l´ınea discontinua).
El estudio de este sistema, se hace relevante gracias a las nuevas te´cnicas para extraer y atrapar
[19, 20] unos pocos a´tomos alcalinos a partir de gases cua´nticos ultra-fr´ıos, (espec´ıficamente
a´tomos de sodio o rubidio) que se encuentran confinados en trampas o´pticas [3, 21, 22]. Ade-
ma´s, se han reportado y caracterizado experimentos en los cuales se describe la dina´mica del
tunelamiento de un par de a´tomos, que interaccionan entre s´ı y que se encuentran confina-
dos en un doble pozo de potencial [23]. Los resultados de estos experimentos, describen una
transicio´n entre el tunelamiento secuencial de las part´ıculas para interacciones de´biles, a un
tunelamiento correlacionado cuando la interaccio´n mutua es fuerte [23, 24].
El estudio de la dina´mica de sistemas conformados por dos bosones atrapados en una red o´ptica
2h es la constante de Plank cuyo valor es h =6.6261×10−34J sec=4.136×10−15eV sec.
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unidimensional, se ha realizado por medio de diferentes aproximaciones, como la propuesta
por Reichl [25, 26], en la cual, se diagonaliza el hamiltoniano de un sistema compuesto por
dos bosones ide´nticos y que se encuentran confinados en un doble pozo de potencial cua´rtico,
utilizando los estados propios de los dos bosones no interactuantes como una representacio´n
para formular los elementos de matriz. Los estados boso´nicos de dos part´ıculas, se obtienen
por simetrizacio´n de los estados de cada una de las part´ıculas que conforman el sistema, para
obtener una base ortonormal completa de estados de dos part´ıculas simetrizados; por medio de
este me´todo, se demuestra la posibilidad de producir estados excitados de manera controlada
usando STIRAP (stimulated Raman adiabatic passage).
Otra de las te´cnicas es la utilizada por Zo¨llner [27, 28], con la cual se estudia la dina´mica
del tunelamiento de unos pocos bosones que se encuentran confinados en un doble pozo de
potencial unidimensional, por medio del me´todo de Hartree dependiente del tiempo para
configuraciones mu´ltiples. La idea principal de este tratamiento, es resolver la ecuacio´n de
Schro¨dinger dependiente del tiempo como un problema de valor inicial, por expansio´n de la
solucio´n en te´rminos de productos directos (Hartree); con este me´todo se analiza el mecanismo
de tunelamiento que va desde el tunelamiento secuencial que se presenta en las interacciones
de´biles, hasta el tunelamiento de pares correlacionados que se presenta en las interacciones
fuertes cerca del l´ımite de la fermionizacio´n; el sistema que se utiliza para este estudio, se
encuentra conformado por dos bosones confinados en un doble pozo de potencial.
En las referencias consultadas hasta el momento, se hacen estudios de la dina´mica del tune-
lamiento de dos part´ıculas atrapadas en un doble pozo de potencial, por medio de diferentes
te´cnicas como ya se comento´ con anterioridad. Los resultados de estos estudios, muestran dos
mecanismos de tunelamiento que dependen principalmente del para´metro de interaccio´n entre
part´ıculas. Cuando la interaccio´n es de´bil, el mecanismo de tunelamiento del par de part´ıcu-
las se presenta de forma secuencial y cuando el para´metro de interaccio´n esta cercano a la
fermionizacio´n, el mecanismo de tunelamiento se da en pares correlacionados. En el presente
trabajo, se estudia la transicio´n que hay entre ambos reg´ımenes (tunelamiento secuencial y
tunelamiento de pares correlacionados) haciendo una caracterizacio´n detallada por regiones
para los diferentes valores del para´metro de interaccio´n. Entre los resultados importantes que
se obtienen se puede mencionar:
1. La probabilidad de encontrar las dos part´ıculas en cualquiera de los dos lados del doble
pozo de potencial, es funcio´n del para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas
y gracias a ello se pueden distinguir tres regiones: Regio´n de batimientos, regio´n de
cuasiperiodicidad y periodicidad y una regio´n de periodicidad.
2. El estudio de la dina´mica de dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas que interacccionan entre
s´ı por medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se encuentran con-
finadas en un doble pozo de potencial sime´trico, puede realizarse u´nicamente mediante
la formulacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes conge-
lados en el tiempo, debido a que la informacio´n de la evolucio´n temporal se encuentra
contenida u´nicamente en los coeficientes ci(τ) que acompan˜an a la funcio´n de onda y
que al ser re definidos no alteran la dina´mica del sistema.
3. Para el caso de la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo planteada por A.F.R.
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de Toledo Piza, los resultados obtenidos indican que si los dos modos dependientes del
tiempo se expresan como una combinacio´n lineal de los dos modos de menor energ´ıa sin
interaccio´n independientes el tiempo, la dina´mica del sistema es la misma que la que
se obtiene al dejar los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n independientes del
tiempo.
Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. En el cap´ıtulo dos se estudia la
dina´mica de una part´ıcula al interior del pozo duplo, obteniendo primero los respectivos auto-
estados y autovalores a partir de la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo, luego,
conociendo las funciones propias y los valores cuantizados de energ´ıa, se procede a calcular el
hamiltoniano del sistema propuesto, este hamiltoniano depende del para´metro de interaccio´n
efectivo λ entre el par de part´ıculas y es una matriz de dimensio´n N ×N . Las autofunciones y
los valores cuantizados de energ´ıa para el sistema interactuante son funciones del para´metro
de interaccio´n efectivo y se obtienen, haciendo uso de la ecuacio´n de Schro¨dinger independien-
te del tiempo para dos part´ıculas. Los resultados obtenidos mediante la diagonalizacio´n del
hamiltoniano del sistema, se comparan con el me´todo perturbativo independiente del tiempo
para estados no degenerados a primer y segundo orden.
En el cap´ıtulo tres se obtienen las ecuaciones de movimiento para el sistema bajo estudio, a
partir de la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo en segunda cuantizacio´n para
un sistema conformado por N bosones ide´nticos y restringido a dos modos (propuesta de A.
F. R. de Toledo Piza [14]). A la aproximacio´n variacional propuesta por Piza se le hacen dos
aproximaciones adicionales: una aproximacio´n variacional en la cual los dos modos de menor
energ´ıa sin interaccio´n, son independientes del tiempo (φ1(x) y φ2(x)) y otra aproximacio´n
variacional, en la cual los dos modos dependientes del tiempo (Φ1(x, t) y Φ2(x, t)) son combi-
naciones lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n. Al final de este cap´ıtulo
se comparan los resultados obtenidos mediante la aproximacio´n variacional, con algunos de
los resultados que se encuentran en la literatura como son los de las referencias [23], [27], y
[29].
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2. DOS BOSONES EN UN DOBLE POZO DE POTENCIAL
La dina´mica de dos bosones ide´nticos, que se encuentran confinados en un doble pozo de
potencial sime´trico y con una interaccio´n mutua del tipo delta de Dirac, se estudia en el
presente cap´ıtulo por medio de la diagonalizacio´n nume´rica del hamiltoniano del sistema
(primera cuantizacio´n).
En la primera parte, se describe la realizacio´n experimental del sistema en estudio, luego
se encuentran los autovalores y los autovectores de una part´ıcula al interior del doble po-
zo de potencial sime´trico, utilizando la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo,
con estos resultados se construye la matriz de interaccio´n entre los dos bosones ide´nticos,
aprovechando que cada una de las part´ıculas con las cuales se configura el sistema, tienen
un conjunto completo de estados propios ortogonales; debido a que las part´ıculas interac-
cionantes son boso´nicas, los vectores que conforman la base del sistema interactuante son
sime´tricos. Los valores propios y vectores propios del sistema interactuante son funciones
del para´metro de interaccio´n efectivo λ entre las dos part´ıculas.
Al final del cap´ıtulo, se estudia la teor´ıa de perturbacio´n a primer y segundo orden, para
obtener los respectivos valores corregidos de energ´ıa, que sera´n comparados con los obtenidos
mediante el me´todo exacto de diagonalizacio´n del hamiltoniano.
2.1. Realizacio´n experimental
El control y la manipulacio´n de los gases cua´nticos ultra-fr´ıos en redes o´pticas, ha permitido
su aplicacio´n en la f´ısica de la materia condensada [3, 30] describiendo feno´menos f´ısicos tales
como: los pares de Cooper de electrones en superconductores, a´tomos de He en superfluidos
[31], excitones o biexcitones en semiconductores, pares de neutrones o pares de protones en
nu´cleos y en estrellas de neutrones entre otros [32, 33].
Una red o´ptica, es esencialmente un cristal artificial de luz con un patro´n de intensidad perio´-
dico formado por la interferencia de dos o ma´s rayos la´ser (ver figura 2). Cuando se utilizan
campos o´pticos para crear potenciales de confinamiento perio´dicos, se tiene un gran control
tanto en la geometr´ıa como en la profundidad del pozo; la geometr´ıa del pozo puede cambiarse
fa´cilmente al modificar los a´ngulos de polarizacio´n de los rayos la´ser que esta´n conformando
el potencial de confinamiento y la profundidad se controla aumentando o disminuyendo la
intensidad de la luz la´ser [34]. El alto control que se tiene tanto en la geometr´ıa como en la
profundidad del pozo de confinamiento, permite utilizar los gases cua´nticos ultrafr´ıos como
simuladores cua´nticos. Richard Feynman, concibio´ originalmente un computador cua´ntico as´ı:
“El mejor simulador es aquel en el cual se tiene absoluto control del sistema cua´ntico y que
puede ser usado para simular el comportamiento dina´mico de otros sistemas cua´nticos ma´s
complejos”[21].
La observacio´n del tunelamiento correlacionado de dos a´tomos de rubidio ultra-fr´ıo que in-
teractuan entre s´ı y que se encuentran confinados en un doble pozo de potencial sime´trico,
se realiza experimentalmente al superponer dos potenciales perio´dicos generados por dos ra-
yos la´ser contrapropagantes que producen dos ondas estacionarias, una con periodicidad de
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Figura 2: Potencial perio´dico en tres dimensiones.
Potencial perio´dico en tres dimensiones formado por el solapamiento de 6 rayos la´ser contrapro-
pagantes. La interferencia entre dos rayos la´ser forma una onda o´ptica estacionaria que atrapa los
a´tomos. Para el caso en tres dimensiones se tienen tres ondas estacionarias ortogonales que forman
una red o´ptica que se aproxima a un arreglo cu´bico simple en 3D.
382.5nm (red pequen˜a) y otra con periodicidad de 765nm (red grande). La superposicio´n de
las dos ondas o´pticas estacionarias, hace que cada uno de los potenciales ma´ximos de la red
pequen˜a, divida en dos partes a cada uno de los potenciales mı´nimos de la red grande, como
se muestra en la figura 3.
Figura 3: Superposicio´n de potenciales o´pticos.
Superposicio´n de dos potenciales o´pticos que difieren en periodo por un factor de 2.
En un arreglo tridimensional se pueden tener alrededor de 105 dobles pozos de potencial, los
cuales pueden ser ocupados por uno o dos a´tomos. En una configuracio´n de a´tomos cargados
sime´tricamente al interior de un doble pozo de potencial, (un a´tomo a la izquierda y un a´tomo
a la derecha) es posible cargar los dos a´tomos en uno de los lados del doble pozo y generar
el estado inicial del sistema al cambiar adiabaticamente el potencial, como se muestra en la
figura 4.
2.2. Part´ıcula confinada en un doble pozo de potencial
El sistema que vamos a estudiar se encuentra conformado por dos a´tomos de rubidio 87Rb,
cuya masa es de 144.42×10−27kg [16] y que se encuentran confinados en un doble pozo de
8
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Figura 4: Secuencia de preparacio´n.
potencial sime´trico que tiene sus puntos de equilibrio en b = ±6µm, cada pozo tiene un ancho
de a = 10µm, una barrera de potencial3 de V0 = h× 3 kHz y un ancho total de 22µm [17].
Para conocer el estado de dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas, que interactuan entre s´ı por
medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se encuentran confinadas en un
pozo duplo, es necesario recordar que los estados estacionarios de una part´ıcula al interior de
este pozo duplo, se obtienen a partir de la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo[
− ~
2
2m
d2
dx2
+ V (x)
]
ψE(x) = EψE(x). (1)
Los estados propios del hamiltoniano son no degenerados y se dividen en sime´tricos o anti-
sime´tricos debido a que el potencial es par. Cuando la energ´ıa E de la part´ıcula confinada al
interior del doble pozo es menor que la barrera de potencial V0 (E < V0) los estados propios
son4
ψE(x) =

±A sin [k(b+ a2 + x)] b− a2 ≤ −x ≤ b+ a2 I.
B cosh(Kx) −(b− a2 ) ≤ x ≤ b− a2 Solucio´n sime´trica M.
B sinh(Kx) −(b− a2 ) ≤ x ≤ b− a2 Solucio´n antisimetrica M.
A sin
[
k(b+ a2 − x)
]
b− a2 ≤ x ≤ b+ a2 D.
(2)
Las constantes A y B se fijan por las condiciones de frontera5 del problema y por normaliza-
cio´n, k =
√
2mE
~ y K =
√
2m(V0−E)
~ . (Las letras I, M y D se refiere a las regiones izquierda,
media y derecha, respectivamente.)
Las soluciones a este problema son funciones de onda sinusoidales tanto en la regio´n izquierda
como en la regio´n derecha del pozo (regiones permitidas cla´sicamente), exponencial en la
regio´n media (regio´n prohibida cla´sicamente) y en x = ±(b+ a2 ) las funciones de onda ψ(x) se
hacen cero debido a que el potencial V (x) es infinito en estos puntos (ver figura 5); el estado
base es par.
3h es la constante de Plank cuyo valor es h =6.6261×10−34J sec=4.136×10−15eV sec.
4Para los estados sime´tricos se utiliza la solucio´n con el signo positivo de la regio´n izquierda y para la
solucio´n anti-sime´trica con el signo negativo.
5T´ıpicamente las condiciones de frontera apropiadas son que tanto ψ(x) como dψ(x)
dx
sean continuas en los
puntos x = ±(b− a
2
)
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Figura 5: Potencial cuadrado.
Para la solucio´n sime´trica, las ecuaciones de continuidad de la funcio´n de onda y su derivada
en los puntos x = ±(b− a2 ) son respectivamente,
A sin(ka) = B cosh
[
K
(
b− a
2
)]
−Ak cos(ka) = BK sinh
[
K
(
b− a
2
)]
.
(3)
Despejando A de la primera ecuacio´n
A =
B cosh
[
K(b− a2 )
]
sin(ka)
y sustituye´ndola en la segunda se obtiene la solucio´n sime´trica
− Bk cosh
[
K(b− a2 )
]
sin(ka)
cos(ka) = BK sinh
[
K(b− a
2
)
]
tan(ka) = − k
K
coth
[
K(b− a
2
)
]
Solucio´n sime´trica.
La solucio´n antisime´trica se obtiene de la misma manera
tan(ka) = − k
K
tanh
[
K(b− a
2
)
]
Solucio´n antisime´trica.
As´ı las condiciones para la solucio´n sime´trica y anti-sime´trica son{
tan(ka) = − kK coth
[
K(b− a2 )
]
Solucio´n sime´trica
tan(ka) = − kK tanh
[
K(b− a2 )
]
Solucio´n antisime´trica.
(4)
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Estas ecuaciones (4) se pueden solucionar nume´rica o gra´ficamente y permiten calcular los
valores cuantizados de energ´ıa, debido a que ellas determinan los posibles valores de kS y kA
correspondientes a los estados propios sime´trico y antisime´trico, respectivamente. La solucio´n
gra´fica, muestra que en un determinado intervalo cada una de las condiciones obtenidas en
(4) cortan a la funcio´n tan(ka) en un u´nico punto; cada interseccio´n representa un autovalor,
adema´s, en un intervalo determinado kS es ligeramente ma´s pequen˜a que kA (con la condicio´n
de que ellas deben ser menores que V (x))(ver figura 6).
Figura 6: Determinacio´n gra´fica de energ´ıas en un doble pozo de potencial
Cuando la altura de la barrera de potencial V0 es muy grande, se forman dobletes de auto-
funciones. La condicio´n (4) junto con la relacio´n
ES =
~2k2S
2m
, EA =
~2k2A
2m
, (5)
permiten encontrar las auto-energ´ıas del sistema. Debido a que los auto-estados del sistema son
sime´tricos o anti-sime´tricos, las auto-energ´ıas sera´n notadas por medio de ES para las auto-
energ´ıas de los auto-estados sime´tricos y por EA para las auto-energ´ıas de los auto-estados
antisime´tricos.
Las funciones propias para el sistema en estudio, se obtienen a partir de la ecuacio´n de Schro¨-
dinger independiente del tiempo (1), que en su forma adimensional requiere que el para´metro
adimensional para la longitud (xa) y para la energ´ıa (Ea) sean de la forma xa =
x
ξ y Ea =
E
ε
respectivamente, donde ξ = 10−6m y ε = 10−31J .
La segunda derivada con respecto a la posicio´n es d
2
dx2
= 1
ξ2
d2
dx2a
, obtenie´ndose as´ı la ecuacio´n
de Schro¨dinger independiente del tiempo con para´metros adimensionales[
− ~
2
2mξ2ε
d2
dx2a
+
V (xaξ)
ε
]
ψ(xaξ) = Eaψ(xaξ). (6)
El te´rmino ~
2
2mξ2ε
=0.386, hace que la ecuacio´n (6) adquiera la forma[
−0, 386 d
2
dx2a
+ υ(xa)
]
φ(xa) = Eaφ(xa).
En la ecuacio´n anterior φ(xa) = ψ(xaξ); υ(xa) =
V (xaξ)
ε .
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Cuando υ(xa) = 0 se tiene que k =
√
Ea
0,386 y si υ(xa) 6= 0 se tiene que el valor de K =√
υ(xa)−Ea
0,386 .
Escribiendo la ecuacio´n (6) como
i~
ε
∂
∂t
= i
∂
∂τ
,
se puede obtener el para´metro adimensional para el tiempo τ en te´rminos de la energ´ıa
τ =
tE
Ea~
=
t
~
ε. (7)
El cuadro 1 resume las dimensiones y unidades adimensionales con las cuales se van a trabajar.
Unidad Unidad adimensional Dimensio´n
Longitud (x) xa
x
ξ
Energ´ıa (E) Ea
E
ε
Tiempo (t) τ tε~ =
t
σ
Cuadro 1: Unidades y dimensiones.
El para´metro para la longitud es ξ = 1 × 10−6m, el para´metro para la energ´ıa es
ε = 1× 10−31J = 6.25×10−13eV y el para´metro para el tiempo es σ = ε~= 948.2523 s.
A partir de la ecuacio´n (5) y con los para´metros adimensionales, se determinan nume´ricamente
las autoenerg´ıas del sistema por medio de la satisfaccio´n de las condiciones para las soluciones
sime´tricas y antisime´tricas obtenidas en la ecuacio´n (4). La figura 7 muestra la determinacio´n
gra´fica de los nu´meros de onda sime´tricos kS y antisime´tricos kA que permiten determinar las
autoenerg´ıas del sistema que se tabulan en el cuadro 2.
12
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-0.38
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Figura 7: Determinacio´n gra´fica de los primeros niveles de energ´ıas.
La l´ınea discontinua representa el producto entre el ancho de pozo a y el nu´mero de onda sime´trico kS . La l´ınea
continua representa el producto entre el ancho de pozo a y el nu´mero de onda antisime´trico kA. En un determinado
intervalo cada una de las condiciones dadas en (4) cortan a la funcio´n tan(ka) (l´ıneas verticales) en un u´nico punto,
determina´ndose de esta manera los autovalores (cada interseccio´n representa un autovalor).
Nivel de energ´ıa Valor
E0 0.035480
E1 0.035518
E2 0.14185
E3 0.14202
E4 0.31891
E5 0.31934
E6 0.56624
E7 0.56717
E8 0.88315
E9 0.88504
Cuadro 2: Primeras 10 autoenerg´ıas adimensionales.
Conociendo las autoenerg´ıas para una part´ıcula en un doble pozo de potencial sime´trico, se
escoge una base de N autoestados (ψ0(x), ψ1(x), ..., ψN (x)) para realizar ca´lculos nume´ricos y
se procede a encontrar las respectivas constantes de normalizacio´n para las funciones de onda
sime´trica y antisime´trica (2), en un doble pozo de potencial.
13
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Para la solucio´n sime´trica se tiene
1 =
∫ −b+a
2
−b−a
2
[
|A| sin
[
k(b+
a
2
+ x)
]]2
dx+
∫ b−a
2
−(b−a
2
)
[
|A| sin [k(b+ a2 − (b− a2 ))]
cosh
[
K(b− a2 )
] cosh [Kx]]2dx+∫ b+a
2
b−a
2
[
|A| sin
[
k(b+
a
2
− x)
]]2
dx.
Y para la solucio´n antisime´trica
1 =
∫ −b+a
2
−b−a
2
[
|A| sin
[
k(b+
a
2
+ x)
]]2
dx+
∫ b−a
2
−(b−a
2
)
[
|A| sin [k(b+ a2 − (b− a2 ))]
sinh
[
K(b− a2 )
] sinh [Kx]]2dx+∫ b+a
2
b−a
2
[
|A| sin
[
k(b+
a
2
− x)
]]2
dx.
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La gra´fica muestra el estado base. Funcio´n de onda
sime´trica.
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La gra´fica muestra el primer estado excitado. Fun-
cio´n de onda antisime´trica.
Cuadro 3: Primeros 2 autoestados estacionarios de un doble pozo.
Debido a que las funciones de onda sime´tricas y antisime´tricas para una part´ıcula |ψi〉 son
estados propios del hamiltoniano, estas se pueden combinar para formar un estado f´ısicamente
14
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aceptable del sistema. Las dos combinaciones lineales de intere´s en este trabajo son
〈x1|D/I〉 = 〈x1|ψ0〉 ± 〈x1|ψ1〉√
2
. (8)
Estas funciones de onda describen estados para los cuales, la densidad de probabilidad se
concentra casi por completo al lado izquierdo del doble pozo de potencial, cuando el signo es
negativo o al lado derecho cuando el signo es positivo (ver cuadro 4).
-10 -5 5 10 x
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
È Xx1È I \ È 2
HaL
Densidad de probabilidad para
〈x1|I〉 = 〈x1|ψ0〉−〈x1|ψ1〉√2 .
-10 -5 5 10 x
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
È Xx1È D \ È 2
HbL
Densidad de probabilidad para
〈x1|D〉 = 〈x1|ψ0〉+〈x1|ψ1〉√2 .
Cuadro 4: Densidad de probabilidad izquierda y derecha.
Estos estados corresponden a la configuracio´n cla´sica para la cual la part´ıcula se encuentra al
lado izquierdo o derecho del doble pozo de potencial. La evolucio´n temporal de una part´ıcula
que se encuentra al lado izquierdo del doble pozo es
|ψ(τ)〉 = e
−iE0τ
~√
2
(
|ψ0〉 − |ψ1〉e−iωτ
)
.
Esta superposicio´n de funciones de ondas estacionarias, representa el estado de una part´ıcula
que oscila de izquierda a derecha del pozo con una frecuencia de Bohr ω = E1−E0~ ; E0 y
E1 representan la energ´ıa del estado base y del primer estado excitado respectivamente. El
para´metro adimensional para el tiempo τ se definio´ en la ecuacio´n (7) como τ = tE~Ea .
La evolucio´n temporal para el sistema en estudio, muestra que durante τ = 5× 103 unidades
adimensionales de tiempo la part´ıcula permanece al lado derecho del pozo y luego de este
15
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tiempo la part´ıcula tunela el doble pozo de potencial en un tiempo adimensional de τ=7.5×104
como se ilustra en la figura 8.
Figura 8: Evolucio´n temporal de un paquete de onda.
El paquete de onda se obtiene por la superposicio´n de dos funciones de ondas estacionarias.El estado
inicial de la part´ıcula se encuentra al lado izquierdo del pozo, luego de un tiempo tunela al lado
derecho del pozo y retorna nuevamente al estado inicial; el periodo de tunelamiento es T = pi
ω
y
depende u´nicamente de las diferencias de energ´ıas. Los intervalos de tiempo adimensional son de
τ=1.5×104.
2.3. Sistema de dos part´ıculas
La dina´mica de dos part´ıculas ide´nticas, con una interaccio´n mutua de corto alcance y
confinadas en un pozo duplo, se estudia haciendo uso de los resultados obtenidos en la
seccio´n anterior para la dina´mica de una part´ıcula confinada en un pozo duplo. La dina´mica
de este sistema sera´ estudiada mediante la diagonalizacio´n nume´rica del hamiltoniano que
describe al sistema, con el fin de comprobar que tan eficientes pueden ser los resultados que
se obtienen mediante la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo.
2.3.1. Solucio´n exacta mediante diagonalizacio´n del hamiltoniano
La matriz hamiltoniana del sistema bajo estudio se construye teniendo en cuenta que la
base que diagonaliza el hamiltoniano del sistema, esta conformada por part´ıculas ide´nticas
no interactuantes que tienen un conjunto de estados propios ortogonales, que denotaremos
como ψi(x1) para los estados de la part´ıcula 1 y ψj(x2) para los estados de la part´ıcula 2.
Los vectores de estado permitidos para una pareja de part´ıculas son siempre sime´tricos o
antisime´tricos siendo las part´ıculas con vectores de estados sime´tricos llamados bosones y las
que tienen vectores de estado antisime´tricos llamados fermiones. As´ı, la base que constituye
nuestro sistema esta´ formada por vectores sime´tricos debido a que estamos trabajando con
bosones. De esta manera, podemos tener las dos part´ıculas en el mismo estado ψi(x1)ψi(x2)
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con un valor de energ´ıa cuantizado Ei o tener una part´ıcula en el estado ψi(x1) y la otra
part´ıcula en el estado ψj(x2) con valores cuantizados de energ´ıas Ei y Ej , respectivamente.
Con el fin de evitar posibles repeticiones, el estado de dos part´ıculas sera´ representado por
Ψij(x1, x2) donde i ≥ j y se define como:
Ψij(x1, x2) =
{
Ψii(x1, x2) = ψi(x1)ψi(x2) para j = i
Ψij(x1, x2) =
1√
2
[ψi(x1)ψj(x2) + ψi(x2)ψj(x1)] para i > j.
(9)
El estado boso´nico Ψij(x1, x2), hace referencia al estado de dos part´ıculas con diferentes auto-
energ´ıas
(
Ψij(x1, x2) =
1√
2
[ψi(x1)ψj(x2) + ψi(x2)ψj(x1)]
)
y el estado boso´nico Ψii(x1, x2) ha-
ce referencia al estado de dos part´ıculas con la misma auto-energ´ıa (Ψii = ψi(x1)ψi(x2)). El
estado boso´nico de dos part´ıculas Ψij(x1, x2) tambie´n puede escribirse en coordenadas como
Ψij(x1, x2) = 〈x1x2|Ψij〉.
El hamiltoniano de interaccio´n Hˆλ, para un sistema de dos bosones ide´nticos que interaccionan
entre si y que se encuentran confinados un pozo duplo, se obtiene por la adicio´n del hamilto-
niano de la part´ıcula 1, Hˆ1(xˆ1, pˆ1), que depende de la coordenada x1 con el hamiltoniano de
la part´ıcula 2, Hˆ2(x2, pˆ2), que depende de la coordenada x2 y el te´rmino de interaccio´n efec-
tivo entre dos cuerpos λδ(xˆ1 − xˆ2) (x1 y x2 son adimensionales, recordando que el para´metro
adimensional para la longitud es xa =
x
ξ , donde ξ = 10
−6m )
Hˆλ = Hˆ1(xˆ1, pˆ1) + Hˆ2(xˆ2, pˆ2) + λδ(xˆ1 − xˆ2).
De esta manera el hamiltoniano Hˆλ, queda expresado en el formalismo de primera cuantiza-
cio´n.
Para emplear un solo ı´ndice que identifique el estado boso´nico de dos part´ıculas, usaremos la
siguiente convencio´n |Ψij〉 = |α) (α = 0, 1, 2, ..., N). Los estados boso´nicos de dos part´ıculas
|α), conforman una base finita cuyo taman˜o es de N = M(M+1)2 , M representa el nu´mero
de autoestados de una part´ıcula al interior del doble pozo de potencial y N es el taman˜o de
la base, que se encuentra conformada por los estados boso´nicos de dos part´ıculas. Con esta
notacio´n, se realizara´n los ca´lculos nume´ricos para el sistema en estudio y cuyo ordenamiento
es
|Ψij〉 |0, 0〉 |1, 0〉 |1, 1〉 |2, 0〉 |2, 1〉 |2, 2〉 |3, 0〉 · · · |3, 3〉 |4, 0〉 |4, 1〉 |4, 2〉
|α) |0) |1) |2) |3) |4) |5) |6) · · · |9) |10) |11) |13)
|Ψij〉 |4, 3〉 |4, 4〉 |5, 0〉 |5, 1〉 · · · |5, 4〉 |5, 5〉 · · · |9, 7〉 |9, 8〉 |9, 9〉 · · ·
|α) |14) |15) |16) |17) · · · |20) |21) · · · |52) |53) |54) · · ·
Cuadro 5: Estados boso´nicos de dos part´ıculas.
El ordenamiento que se utiliza para identificar el estado boso´nico de dos part´ıculas |α), es u´til,
porque si se desea aumentar el nu´mero de autoestados de una part´ıcula ψ(x) que conforman
la base, el ordenamiento de los estados boso´nicos de dos part´ıculas no se altera.
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Una vez fijado el estado boso´nico de dos part´ıculas |α), los estados de una part´ıcula ψi(x) y
ψj(x) se determinan de manera un´ıvoca. Por ejemplo, el estado boso´nico base se da cuando
ambas part´ıculas tienen la energ´ıa ma´s baja y se representa por el estado boso´nico de dos
part´ıculas |0), lo cual indica que ambas part´ıculas se encuentran en el estado de una part´ıcula
ψ0(x) con energ´ıa E0. El siguiente estado boso´nico se denota por |1), indicando que se tiene
una part´ıcula en el estado ψ0(x) con energ´ıa E0 y la otra part´ıcula en el estado ψ1(x) con
energ´ıa E1 (ver figura 9).
Figura 9: Primeros 4 estados boso´nicos para dos part´ıculas en un doble pozo.
a) Representa el estado boso´nico base |0), b) representa el estado |1), c) representa el estado |2),
d) representa el estado |3). Es importante aclarar que no hay un ordenamiento de las energ´ıas, es
decir, Ei+1 no es necesariamente mayor que Ei.
El estado de intere´s para un sistema conformado por dos part´ıculas ide´nticas confinadas en un
doble pozo de potencial sime´trico, es un estado separable conformado por el producto entre las
combinaciones lineales dadas en la ecuacio´n (8) para cada una de las part´ıculas indistinguibles
〈x1x2|D/I〉 =
(〈x1|ψ0〉 ± 〈x1|ψ1〉√
2
)(〈x2|ψ0〉 ± 〈x2|ψ1〉√
2
)
. (10)
El signo menos indica la probabilidad cla´sica de tener las dos part´ıculas al lado izquierdo del
doble pozo de potencial y el signo ma´s la probabilidad cla´sica de encontrar las dos part´ıculas
al lado derecho del doble pozo (ver figura 10).
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Figura 10: Estado inicial del sistema.
a) Densidad de probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo
|〈x1x2|I〉|2 . b) Densidad de probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado derecho del doble
pozo |〈x1x2|D〉|2.
La evolucio´n temporal para las dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas sin interaccio´n es
|ψ(τ)〉 = 1
2
|Ψ0,0)e−iE0,0τ ± 1√
2
|Ψ1,0)e−iE0,1τ + 1
2
|Ψ1,1)e−iE1,1τ . (11)
La evolucio´n temporal de la funcio´n de onda de dos part´ıculas boso´nicas no interactuantes en
el espacio de configuraciones, muestra que durante τ = 5 × 103 unidades adimensionales de
tiempo la part´ıcula permanece al lado derecho del pozo y luego de este tiempo, el feno´meno
de tunelamiento toma un tiempo τ =7.5×104 (ver figura 11). El para´metro adimensional para
el tiempo τ se definio´ en la ecuacio´n (7).
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Figura 11: Dina´mica de dos part´ıculas sin interaccio´n.
El intervalo de tiempo esta´ entre τ = 0 y τ = 8 × 104 unidades adimensionales de tiempo, en
intervalos de τ = 2× 104.
Para el sistema conformado por dos bosones ide´nticos e interactuantes, se tiene que los auto-
estados |χλα) y los autovalores Eλα son funcio´n del para´metro de interaccio´n y se encuentran a
partir de la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo
Hˆλ|χλα) = Eλα|χλα). (12)
Al hacer una expansio´n en la base de los estados de las part´ıculas no interactuantes, se tiene
1ˆ =
∑
α
|α)(α|,
lo cual es cierto si se conocen todos los autoestados del sistema, de lo contrario, la ecuacio´n
anterior es solo una aproximacio´n. La ecuacio´n (12) despue´s de insertar la identidad al lado
izquierdo y al lado derecho, toma la forma∑
αβ
|α)(α|Hˆλ|β)(β|χλα) = Eλα
∑
α
|α)(α|χλα).
Al tener en cuenta todos los elementos de la ecuacio´n anterior, obtenemos un matriz Hˆλαβ
cuyos elementos son
Hˆλαβ = (α|Hˆλ|β)
= 〈ψi(α)j(α)|Hˆλ|ψi(β)j(β)〉.
(13)
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Para no recargar la notacio´n haremos: i = i(α), j = j(α), k = i(β) y l = j(β). De esta manera
tenemos:
〈Ψij |Hˆλ|Ψkl〉 =
∫ ∫
Ψij(x1, x2)hˆ0Ψkl(x1, x2)dx1dx2
+ λ
∫∫
Ψij(x1, x2)Ψkl(x1, x2)δ(x1 − x2)dx1dx2,
(14)
el primer te´rmino es la parte del hamiltoniano para la part´ıcula libre, donde hˆ0 = Hˆ1(xˆ1, pˆ1)+
Hˆ2(xˆ2, pˆ2) y Ψij(x1, x2) es el estado de dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas con diferentes auto-
energ´ıas definido en (9); con estas consideraciones, para el primer te´rmino de la ecuacio´n (14)
se tienen los siguientes casos
1. Para i 6= j y k 6= l
1
2
∫∫ [
ψi(x1)ψj(x2) + ψi(x2)ψj(x1)
][
Hˆ1(xˆ1, pˆ1) + Hˆ2(xˆ2, pˆ2)
]
[
ψk(x1)ψl(x2) + ψk(x2)ψl(x1)
]
dx1dx2,
debido a que las funciones de onda son reales y recordando que Hˆi(xˆi, pˆi)ψk(xi) =
Ekψk(xi) con i = 1, 2 para cada una de las part´ıculas y k = 0, 1, 2, ... identificando cada
uno de los autoestados de una part´ıcula se tiene.
1
2
∫∫ [
ψi(x1)ψj(x2) + ψi(x2)ψj(x1)
][
Ekψk(x1)ψl(x2) + Elψl(x1)ψk(x2)+
Elψl(x2)ψk(x1) + Ekψk(x2)ψl(x1)
]
∫∫
Ψij(x1, x2)hˆ0Ψkl(x1, x2)dx1dx2 = (Ek + El) (δikδjl + δilδjk) . (15)
2. Para i = j y k 6= l
1√
2
∫∫ [
ψi(x1)ψi(x2)
][
Hˆ1(xˆ1, pˆ1) + Hˆ2(xˆ2, pˆ2)
][
ψk(x1)ψl(x2) + ψk(x2)ψl(x1)
]
dx1dx2,∫∫
Ψii(x1, x2)hˆ0Ψkl(x1, x2)dx1dx2 =
√
2 (Ek + El) (δikδil) . (16)
3. Para i = j y k = l∫∫ [
ψi(x1)ψi(x2)
][
Hˆ1(xˆ1, pˆ1) + Hˆ2(xˆ2, pˆ2)
][
ψk(x1)ψk(x2)
]
dx1dx2,∫∫
Ψii(x1, x2)hˆ0Ψkk(x1, x2)dx1dx2 = 2Ekδik. (17)
4. Para i = j = k = l∫∫ [
ψi(x1)ψi(x2)
][
Hˆ1(xˆ1, pˆ1) + Hˆ2(xˆ2, pˆ2)
][
ψi(x1)ψi(x2)
]
dx1dx2,∫∫
Ψii(x1, x2)hˆ0Ψii(x1, x2)dx1dx2 = 2Eiδii, (18)
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lo cual indica que el hamiltoniano de la part´ıcula libre es una matriz diagonal, en la base de
los bosones no interactuantes.
El segundo te´rmino del lado derecho de la ecuacio´n (14), hace referencia al te´rmino de in-
teraccio´n efectivo entre bosones, donde λ es la constante de interaccio´n repulsiva6 cuyo valor
t´ıpico para a´tomos de 87Rb es de 0.56×10−51 [31]
λ(Ψij |δ(x1 − x2)|Ψkl) = λ
∫∫
(Ψij |x1x2)(x1x2|Ψkl)δ(x1 − x2)dx1dx2. (19)
Para evitar posibles repeticiones, el ordenamiento en los estados de dos part´ıculas es i ≥ j y
k ≥ l. Definiendo las integrales cua´rticas como Ii,j,k,l, se tienen los siguientes casos para cada
posible combinacio´n
1. i = j = k = l∫∫
ψi(x1)ψi(x2)ψi(x1)ψi(x2)δ(x1 − x2)dx1dx2 =
∫
ψi(x)ψi(x)ψi(x)ψi(x)dx
=
∫
ψ4i (x)dx = Iiiii
2. i = j, k = l∫∫
ψi(x1)ψi(x2)ψk(x1)ψk(x2)δ(x1 − x2)dx1dx2 =
∫
ψi(x)ψi(x)ψk(x)ψk(x)dx
=
∫
ψ2i (x)ψ
2
k(x)dx = Iiikk
3. i = j, k 6= l∫∫
ψi(x1)ψi(x2)
1√
2
[
ψk(x1)ψl(x2) + ψk(x2)ψl(x1)
]
δ(x1 − x2)dx1dx2
=
1√
2
∫∫ [
ψi(x1)ψi(x2)ψk(x1)ψl(x2) + ψi(x1)ψi(x2)ψk(x2)ψl(x1)
]
δ(x1 − x2)dx1dx2
=
1√
2
∫∫ [
ψi(x)ψi(x)ψk(x)ψl(x) + ψi(x)ψi(x)ψk(x)ψl(x)
]
dx =
√
2Iiikl
4. i 6= j, k 6= l∫∫
1√
2
[
ψi(x1)ψj(x2)+ψi(x2)ψj(x1)
] 1√
2
[
ψk(x1)ψl(x2)+ψk(x2)ψl(x1)
]
δ(x1−x2)dx1dx2
=
1
2
∫∫ [
ψi(x1)ψj(x2)ψk(x1)ψl(x2) + ψi(x1)ψj(x2)ψk(x2)ψl(x1)
+ ψi(x2)ψj(x1)ψk(x1)ψl(x2) + ψi(x2)ψj(x1)ψk(x2)ψl(x1)
]
δ(x1 − x2)dx1dx2
=2Iijkl.
6Debido a que se esta´ trabajando con una base de 55 autoestados y el mayor autovalor adimensional para la
base constituida por dos bosones, es aproximadamente de Ea ≈1.770, se debe considerar que el valor ma´ximo
para el cual la energ´ıa de interaccio´n es confiable, se aproxima al diez por ciento de la ma´xima energ´ıa, esto
permite obtener datos confiables para un para´metro de interaccio´n que se encuentre en el rango de 0 ≤ λ ≤0.2.
Si se quiere conocer la dina´mica para valores mayores es necesario aumentar el nu´mero de autoestados.
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De esta manera las contribuciones provenientes del te´rmino de interaccio´n que es de cara´cter
repulsivo son
∫∫
(Ψij |x1x2)(x1x2|Ψkl)δ(x1 − x2)dx1dx2 =

Iiiii para i = j = k = l
Iiikk para i = j, k = l√
2Iiikl para i = j, k 6= l
2Iijkl para i 6= j, k 6= l.
(20)
Los elementos matriciales de (14) se obtienen por las contribuciones de (15) y (20)
〈Ψij |Hˆλ|Ψkl〉 =

λIiiii + Ei + Ek para i = j = k = l
λIiikk para i = j, k = l√
2λIiikl para i = j, k 6= l
2λIijkl para i 6= j, k 6= l.
Conociendo los elementos matriciales del hamiltoniano efectivo Hˆλ procedemos a calcular las
autoenerg´ıas para diferentes valores de λ, recordando que la energ´ıa en su forma adimensional
se define como Ea =
E
ε donde ε = 10
−31J . El cuadro 6 muestra como var´ıa la energ´ıa
cuantizada para los tres primeros autoestados en funcio´n del para´metro de interaccio´n.
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0.0005 0.0010 0.0015 0.0020Λ
0.07100
0.07105
0.07110
0.07115
0.07120
0.07125
Ea
HaL
Primeros tres autovalores del hamiltoniano de in-
teraccio´n efectivo (14).
0.002 0.004 0.006 0.008 Λ
0.070965
0.070970
0.070975
0.070980
0.070985
0.070990
0.070995
Ea
HbL
Autoenerg´ıa del estado base en funcio´n del pa-
ra´metro de interaccio´n efectivo. Se observa un
incremento ra´pido como funcio´n del para´metro
de interaccio´n.
0.0056 0.0057 0.0058 0.0059 0.0060Λ
0.07180
0.07181
0.07182
0.07183
0.07184
0.07185
0.07186
Ea
HcL
El incremento en la autoenerg´ıa es casi lineal con
el para´metro de interaccio´n para el segundo (l´ı-
nea punteada) y tercer (l´ınea continua) auto es-
tado.
Cuadro 6: Energ´ıa adimensional en funcio´n del para´metro de interaccio´n λ.
2.3.2. Dina´mica del sistema
El hamiltoniano de interaccio´n para el sistema en estudio, es una matriz de dimensio´n N ×N
que depende del para´metro de interaccio´n efectivo λ y a partir del cual, se obtienen los valores
propios y vectores propios del sistema en funcio´n del para´metro de interaccio´n; para un valor
fijo de λ obtenemos N autoestados de dos bosones interactuantes |χλα) (para nuestro caso
particular α = 0, 1, 2, 3, ..,54) del hamiltoniano de interaccio´n.
Para conocer la dina´mica del sistema es necesario escribir la base desacoplada |α) en te´rminos
de la base interactuante |χλα),
|χλα) =
∑
β
Cλαβ|β), (21)
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donde Cλαβ es la matriz de cambio de base, que depende del para´metro de interaccio´n efectivo
λ 
|χλ0)
.
.
.
|χλN )
 =

Cλ0,0 . . . C
λ
0,N
. . . . .
. . . . .
. . . . .
CλN,0 . . . C
λ
N,N


|0)
.
.
.
|N)
 = Cλ

|0)
.
.
.
|N)
 . (22)
De esta manera la nueva base se puede expresar como
|0)
.
.
.
|N)
 =
(
Cλ
)−1

|χλ0)
.
.
.
|χλN )
 . (23)
Recordando la combinacio´n lineal de estados para una part´ıcula (8), encontramos el estado
inicial para nuestro sistema de dos part´ıculas interactuantes confinadas en un doble pozo de
potencial, suponiendo que una de ellas se encuentra en uno de los estados obtenidos por la
combinacio´n lineal 〈x1|D/I〉 = 〈x1|ψ0〉±〈x1|ψ1〉√2 y la otra en uno de los estados 〈x2|D/I〉 =
〈x2|ψ0〉±|〈x2ψ1〉√
2
. Cuando la densidad de probabilidad para las dos part´ıculas se concentra por
completo al lado derecho del doble pozo de potencial, tenemos que el estado inicial es
〈x1|D〉〈x2|D〉 =
(〈x1|ψ0〉+ 〈x1|ψ1〉√
2
)(〈x2|ψ0〉+ 〈x2|ψ1〉√
2
)
=
|Ψ0,0〉
2
+
|Ψ1,0〉√
2
+
|Ψ1,1〉
2
=
|0)
2
+
|1)√
2
+
|2)
2
,
donde el estado |Ψ0,1〉 = |Ψ1,0〉 = 1√2(|Ψ0,1〉+ |Ψ1,0〉).
Otro estado de intere´s se obtiene cuando la densidad de probabilidad para las dos part´ıculas
se concentra por completo al lado izquierdo del doble pozo de potencial
〈x1|I〉〈x2|I〉 =
(〈x1|ψ0〉 − 〈x1|ψ1〉√
2
)(〈x2|ψ0〉 − 〈x2|ψ1〉√
2
)
=
|Ψ0,0〉
2
− |Ψ1,0〉√
2
+
|Ψ1,1〉
2
=
|0)
2
− |1)√
2
+
|2)
2
.
Teniendo en cuenta estos dos posibles estados, el estado inicial para nuestro sistema de dos
bosones ide´nticos que interactuan entre s´ı por medio de un potencial efectivo del tipo delta
de Dirac y que se encuentran confinados en un doble pozo de potencial sime´trico es
〈x1, x2|DD/II〉 = |0)
2
± |1)√
2
+
|2)
2
. (24)
Estas funciones de onda, describen estados para los cuales la densidad de probabilidad se
concentra al lado derecho 〈x1, x2|DD〉 o al lado izquierdo del doble pozo de potencial sime´trico
〈x1, x2|II〉.
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Con esta combinacio´n lineal de estados y la ecuacio´n (23) se construye el estado inicial
|Ψ(0)〉 = a
∑
β
(
Cλ
)−1
0β
|χλβ) + b
∑
β
(
Cλ
)−1
1β
|χλβ) + c
∑
β
(
Cλ
)−1
2β
|χλβ) =
∑
β
gβ(0)|χλβ), (25)
el te´rmino a = 12 , b =
1√
2
y c = 12 .
La evolucio´n temporal del sistema se encuentra al aplicar el operador de evolucio´n temporal
e−i
Hˆλτ
~ a el estado inicial del sistema (ecuacio´n (25))
|Ψλτ 〉 = e−i
Hˆλτ
~
∑
β
gβ(0)|χλβ)
=
∑
β
gβ(0)e
−iEβ~ τ |χλβ).
El te´rmino e−i
Eβ
~ τ puede combinarse con el coeficiente gβ(0)
gβ(0)e
−iEβ~ τ = gβ(τ),
de esta manera la evolucio´n temporal para el sistema en estudio es
|Ψλτ 〉 =
∑
β
gβ(τ)
∑
α
|α)(α|χλβ).
Los elementos (α|χλβ) corresponden a la matriz de transicio´n Cαβ, permitiendo expresar la
evolucio´n temporal del sistema como
|Ψλτ 〉 =
∑
α
∑
β
Cαβgβ(τ)|α),
para simplificar un poco ma´s la notacio´n se expresara´ el te´rmino
∑
β Cαβgβ(τ) = fα(τ).
Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones se puede expresar la evolucio´n temporal del
sistema en coordenadas
〈x1x2|Ψτ 〉 = f0(τ)〈x1x2|0) + f1(τ)〈x1x2|1) + ...f54(τ)〈x1x2|54). (26)
De esta manera cuando el para´metro de interaccio´n entre las dos part´ıculas es λ = 0 la
evolucio´n temporal de la funcio´n de onda de dos part´ıculas boso´nicas en el espacio de configu-
raciones, muestra que durante τ = 5×103 unidades adimensionales de tiempo, hay u´nicamente
una densidad de probabilidad de encontrar ambas part´ıculas al lado derecho del doble pozo de
potencial, a medida que el tiempo transcurre, esta densidad de probabilidad disminuye, dando
origen a densidades de probabilidad de encontrar una part´ıcula al lado derecho del doble pozo
y la otra part´ıcula al lado izquierdo, mostrando de esta manera que existe un tunelamiento
secuencial de las part´ıculas; cuando inicia este tunelamiento secuencial la densidad de proba-
bilidad de la funcio´n de onda de las dos part´ıcula tambie´n inicia su proceso de tunelamiento,
tomando un tiempo τ =7.5×104 (ver figura 12); el para´metro adimensional para el tiempo τ
se definio´ en la ecuacio´n (7).
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Figura 12: Feno´meno de tunelamiento para λ = 0.
El intervalo de tiempo esta´ entre τ = 0 y τ = 8 × 104 unidades adimensionales de tiempo, en
intervalos de τ = 2× 104.
La densidad de probabilidad de encontrar una part´ıcula al lado derecho del doble pozo de
potencial y la otra al lado izquierdo, se mantienen hasta cuando el para´metro de interaccio´n
efectivo entre los dos bosones es λ = 4 × 10−4 haciendo una transicio´n suave a obtener
u´nicamente densidades de probabilidad de encontrar ambas part´ıculas al lado derecho del doble
pozo o al lado izquierdo. A medida que el para´metro de interaccio´n aumenta, el tiempo del
tunelamiento tambie´n aumenta, por ejemplo, para un para´metro de interaccio´n de λ = 2×10−5
el tiempo adimensional de tunelamiento es τ = 1 × 105 unidades adimensionales y para
un para´metro de interaccio´n λ = 5 × 10−3 el tiempo adimensional de tunelamiento es de
τ =1.2×106 unidades adimensionales (ver figura 13).
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Figura 13: Feno´meno de tunelamiento para λ = 5× 10−3.
U´nicamente se observa una densidad de probabilidad de encontrar las dos part´ıcula al lado izquier-
do o al lado derecho del pozo. El intervalo de tiempo esta´ entre τ = 0 y τ =1.2×106 unidades
adimensionales de tiempo, en intervalos de τ = 3× 105.
Este tipo de feno´menos se deben a que en ausencia de cualquier interaccio´n, los a´tomos
u´nicamente oscilan entre ambos pozos. Cuando existe repulsio´n entre los a´tomos, el proceso
de tunelamiento se modifica, convirtie´ndose en un proceso de tunelamiento de dos modos
en el cual los a´tomos eventualmente tunelan por completo. A medida que se incrementa el
para´metro de interaccio´n, el feno´meno de tunelamiento se hace mas dif´ıcil de observar y cerca
del l´ımite de la fermionizacio´n el periodo del tunelamiento es similar a las oscilaciones de Rabi.
La probabilidad de encontrar las dos part´ıculas u´nicamente al lado izquierdo del doble pozo
de potencial es
PII =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
|〈x1x2|Ψτ 〉|2dx1dx2, (27)
y la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas u´nicamente al lado derecho del doble pozo
de potencial es
PDD =
∫ b+a
2
0
∫ b+a
2
0
|〈x1x2|Ψτ 〉|2dx1dx2. (28)
Conociendo las probabilidades de encontrar ambas part´ıculas al lado izquierdo (27) y al lado
derecho (28) del doble pozo de potencial sime´trico, podemos encontrar la probabilidad de
encontrar una part´ıcula a lado izquierdo y la otra part´ıcula al lado derecho del doble pozo de
potencial
Ps = 1−
(∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
|〈x1x2|Ψτ 〉|2dx1dx2 +
∫ b+a
2
0
∫ b+a
2
0
|〈x1x2|Ψτ 〉|2dx1dx2
)
. (29)
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En el cuadro 7 se representan las tres probabilidades (probabilidad izquierda, derecha y se-
cuencial) como funcio´n del tiempo, para un para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas
de λ = 0.
200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
P
Λ=0
Probabilidad de encontrar el par de par-
t´ıculas al lado izquierdo (l´ınea punteada,
ecuacio´n (27)) y al lado derecho (l´ınea con-
tinua, ecuacio´n (28)) del pozo duplo, para
un para´metro de interaccio´n efectivo entre
part´ıculas de λ = 0; el tiempo adimensio-
nal esta´ en intervalos de τ = 2× 105.
200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
PS
Λ=0
Tunelamiento secuencial de las part´ıculas
(ecuacio´n (29)) para un para´metro de in-
teraccio´n efectivo de λ = 0 mediante la
diagonalizacio´n del hamiltoniano, el tiem-
po esta´ en intervalos de τ = 2× 105.
Cuadro 7: Probabilidad izquierda, derecha y secuencial para λ = 0.
2.4. Me´todo perturbativo
Gracias a que conocemos exactamente la solucio´n para el operador hamiltoniano sin in-
teraccio´n hˆ0 de dos bosones ide´nticos al interior de un doble pozo de potencial sime´trico,
podemos utilizar las autofunciones y los autoestados de este hamiltoniano, para encontrar
las correcciones de energ´ıa a primer y segundo orden del n-e´simo estado por medio de la
teor´ıa de perturbacio´n independiente del tiempo para estados no degenerados.
Una vez ma´s la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo para el hamiltoniano sin
perturbar es
hˆ0|ψ(0)n 〉 = En|ψ(0)n 〉,
donde las autofunciones |ψ(0)n 〉, forman un conjunto completo ortonormal 〈ψ(0)n |ψ(0)m 〉 = δnm.
Debido a que nuestras part´ıculas interaccionan entre s´ı por medio de un potencial efectivo del
tipo delta de Dirac, debemos encontrar las funciones propias y los valores propios para un
operador hamiltoniano Hˆ independiente del tiempo que puede escribirse como la suma de dos
te´rminos
Hˆ = hˆ0 + ηHˆ
′,
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Hˆ ′ representa la perturbacio´n y η es un para´metro de escalamiento que debe ser pequen˜o,
real, continuo y que se utiliza para determinar el nu´mero de veces que se hace la perturbacio´n.
El efecto de la perturbacio´n sobre un valor no degenerado de hˆ0, hace que el valor propio y la
funcio´n propia de Hˆ sea representada como una serie de potencias en te´rminos del para´metro
de escalamiento η7
|ψn〉 = |ψ(0)n 〉+ η|ψ(1)n 〉+ η2|ψ(2)n 〉+ ...
En = E
(0)
n + ηE
(1)
n + η
2E(2)n + ...,
E
(1)
n representa la correccio´n a primer orden para el n-e´simo valor propio y |ψ(1)n 〉 es la correc-
cio´n a primer orden para la n-e´sima funcio´n propia. A partir de la ecuacio´n de Schrodinger
independiente del tiempo para Hˆ (Hˆ|ψn〉 = En|ψn〉) se obtiene
(hˆ0+ηHˆ
′)(|ψ(0)n 〉+η|ψ(1)n 〉+η2|ψ(2)n 〉+...) = (E(0)n +ηE(1)n +η2E(2)n +...)(|ψ(0)n 〉+η|ψ(1)n 〉+η2|ψ(2)n 〉+...)
Haciendo una expansio´n en series de potencias en te´rminos del para´metro de escalamiento η
se pueden encontrar las diferentes ecuaciones perturbativas
hˆ0|ψ(0)n 〉+ η(hˆ0|ψ(1)n 〉+ Hˆ ′|ψ(0)n 〉) + η(2)(hˆ0|ψ(2)n 〉+ Hˆ ′|ψ(1)n 〉) + ... =
E(0)n |ψ(0)n 〉+ η(E(0)n |ψ(1)n 〉+ E(1)n |ψ(0)n 〉) + η(2)(E(0)n |ψ(2)n 〉+ E(1)n |ψ(1)n 〉+ E(2)n |ψ(0)n 〉) + ...
A partir de estas ecuaciones se obtiene la perturbacio´n para el n-e´simo estado a primer orden
hˆ0|ψ(1)n 〉+ Hˆ ′|ψ(0)n 〉 = E(0)n |ψ(1)n 〉+ E(1)n |ψ(0)n 〉, (30)
y a segundo orden
hˆ0|ψ(2)n 〉+ Hˆ ′|ψ(1)n 〉 = E(0)n |ψ(2)n 〉+ E(1)n |ψ(1)n 〉+ E(2)n |ψ(0)n 〉. (31)
Al multiplicar la ecuacio´n (30) por el conjugado del estado |ψ(0)n 〉 e integrando se tiene
〈ψ(0)n |hˆ0|ψ(1)n 〉+ 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(0)n 〉 = E(0)n 〈ψ(0)n |ψ(1)n 〉+ E(1)n 〈ψ(0)n |ψ(0)n 〉,
Debido a que el operador hˆ0 es hermı´tico se tiene
〈ψ(0)n |hˆ0ψ(1)n 〉 = 〈ψ(0)n hˆ0|ψ(1)n 〉 = E(1)n 〈ψ(0)n |ψ(0)n 〉,
de esta manera se cancela el primer te´rmino del lado derecho con el primer te´rmino del lado
izquierdo obtenie´ndose el valor corregido para la energ´ıa a primer orden
E(1)n = 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(0)n 〉, (32)
la cual no es nada ma´s que el valor esperado de la perturbacio´n en el estado no perturbado.
La eficiencia del me´todo perturbativo, se encuentra al comparar las correcciones de energ´ıa
a primer y segundo orden del estado base y de los dos primeros estados excitados, con los
resultados para las mismas energ´ıas, obtenidas mediante el me´todo exacto de diagonalizacio´n
nume´rica del hamiltoniano.
7Al final η → 1; este para´metro permite controlar la longitud de la perturbacio´n
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La perturbacio´n Hˆ ′ es
Hˆ ′ = λδ(x1 − x2),
y el estado boso´nico de dos part´ıculas |Ψij〉 = |α) con α = 0, 1, 2, ..., N . De esta manera la
correccio´n de energ´ıa a primer orden, para un sistema conformado por dos bones ide´nticos
confinados al interior de un doble pozo de potencial sime´trico y con una interaccio´n de corto
alcance es
E(1)α = λ
∫∫ (
α(0)|x1, x2
)(
x1, x2|α(0)
)
δ(x1 − x2)dx1dx2
= λ
∫∫
α(0)(x1, x2)α
(0)(x1, x2)δ(x1 − x2)dx1dx2.
La correccio´n a primer orden de la funcio´n de onda, se encuentra reescribiendo la ecuacio´n
(30) de la siguiente manera
(hˆ0 − E(0)n )|ψ(1)n 〉 = −(Hˆ ′ − E(1)n )|ψ(0)n 〉, (33)
esta es una ecuacio´n diferencial que puede solucionarse, al hacer una expansio´n de la funcio´n
desconocida ψ
(1)
n en te´rminos de las funciones propias |ψ(0)n 〉 correspondientes al hamiltoniano
sin interaccio´n hˆ0
|ψ(1)n 〉 =
∑
m6=n
c(n)m |ψ(0)m 〉,
sustituyendo esta expresio´n en la ecuacio´n (33) y debido a que |ψ(0)m 〉 satisface la ecuacio´n de
Schro¨dinger independiente del tiempo sin perturbar, se tiene∑
m 6=n
(E(0)m − E(0)n )c(n)m |ψ(0)m 〉 = −(Hˆ ′ − E(1)n )|ψ(0)n 〉.
Al hacer el producto interior con 〈ψl| se obtiene∑
m 6=n
(E(0)m − E(0)n )c(n)m 〈ψ(0)l |ψ(0)m 〉 = −〈ψ(0)l |(Hˆ ′ − E(1)n )|ψ(0)n 〉.
Si en la ecuacio´n anterior se hace que l = m, el lado izquierdo de la ecuacio´n se hace cero y
recuperamos la ecuacio´n (32), pero si l 6= m se obtiene
(E
(0)
l − E(0)n )c(n)l = −〈ψ(0)l |Hˆ ′|ψ(0)n 〉.
De esta manera el coeficiente c
(n)
l es de la forma
c
(n)
l =
〈ψ(0)m |Hˆ ′|ψ(0)n 〉
E
(0)
n − E(0)m
,
as´ı la funcio´n de onda a primer orden es
|ψ(1)n 〉 =
∑
m 6=n
〈ψ(0)m |Hˆ ′|ψ(0)n 〉
E
(0)
n − E(0)m
|ψ(0)m 〉. (34)
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Para el sistema en estudio la correccio´n de la funcio´n de onda a primer orden se expresa
nuevamente en te´rminos del estado boso´nico |α)∣∣∣ψ(1)α ) = ∑
β 6=α
λ
∫∫ (
β(0)|x1, x2
)(
x1, x2|α(0)
)
δ(x1 − x2)dx1dx2
E
(0)
α − E(0)β
〈x1, x2|β(0))
=
∑
β 6=α
λ
∫∫
β(0)(x1, x2)α
(0)(x1, x2)δ(x1 − x2)dx1dx2
E
(0)
α − E(0)β
β(0)(x1, x2)
La correccio´n de energ´ıa a segundo orden se obtiene al hacer el producto interior de la ecuacio´n
de segundo orden (31) con el autoestado |ψ(0)n 〉
〈ψ(0)n |hˆ0|ψ(2)n 〉+ 〈ψ(0)n Hˆ ′|ψ(1)n 〉 = E(0)n 〈ψ(0)n |ψ(2)n 〉+ E(1)n 〈ψ(0)n |ψ(1)n 〉+ E(2)n 〈ψ(0)n |ψ(0)n 〉.
De nuevo aprovechamos la hermiticidad del operador hamiltoniano sin interaccio´n
〈ψ(0)n |hˆ0ψ(2)n 〉 = 〈hˆ0ψ(0)n |ψ(2)n 〉 = +E(0)n 〈ψ(0)n |ψ(2)n 〉,
lo cual cancela el primer te´rmino del lado derecho con el primer te´rmino del lado izquierdo,
permitiendo encontrar el valor corregido para la energ´ıa a segundo orden
E(2)n = 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(1)n 〉 − E(1)n 〈ψ(0)n |ψ(1)n 〉,
pero debido a que
〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(1)n 〉 =
∑
m6=n
c(n)m 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(0)m 〉,
la correccio´n de energ´ıa a segundo orden para el n-e´simo estado es
E(2)n = 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(1)n 〉 =
∑
m 6=n
c(n)m 〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(0)m 〉
=
∑
m6=n
〈ψ(0)m |Hˆ ′|ψ(0)n 〉〈ψ(0)n |Hˆ ′|ψ(0)m 〉
E
(0)
n − E(0)m
=
∑
m6=n
|〈ψ(0)m |Hˆ ′|ψ(0)n 〉|2
E
(0)
n − E(0)m
.
(35)
La correccio´n de energ´ıa a segundo orden indica el acoplamiento de todos los estados no
perturbados del hamiltoniano con el n-e´simo estado estudiado.
Para el sistema en estudio se tiene que la correccio´n de energ´ıa a segundo orden para el n-e´simo
estado es
E(2)α = λ
∑
β 6=α
∫∫ ∣∣∣(β(0)|x1, x2)(x1, x2|α(0))∣∣∣2δ(x1 − x2)dx1dx2
E
(0)
α − E(0)β
= λ
∑
β 6=α
∫∫ ∣∣∣β(0)(x1, x2)α(0)(x1, x2)∣∣∣2δ(x1 − x2)dx1dx2
E
(0)
α − E(0)β
.
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Una vez se obtienen las correcciones de energ´ıa a primer y segundo orden para el sistema en
estudio, se procedera´ a compararlas con el me´todo exacto de diagonalizacio´n del hamiltoniano
obtenido en la seccio´n anterior.
Para las correcciones de la energ´ıa a primer orden, tenemos que este me´todo y el me´todo exacto
de diagonalizacio´n del hamiltoniano, resultan ser iguales hasta un para´metro de interaccio´n
efectivo aproximado de λ = 1× 10−4; es de destacar que la energ´ıa en funcio´n del para´metro
de interaccio´n para el primer estado excitado se mantiene igual para los dos me´todos, hasta
un para´metro de interaccio´n de λ = 6× 10−3 (ver cuadro 8).
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Λ
0.07105
0.07110
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Primeras tres autoenerg´ıas en funcio´n del
para´metro de interaccio´n, desde λ = 0 has-
ta λ = 10× 10−3 para el me´todo exacto de
diagonalizacio´n del hamiltoniano de inter-
accio´n (l´ıneas continuas) y la aproximacio´n
perturbativa independiente del tiempo pa-
ra estados no degenerados a primer orden
(l´ıneas punteadas). La segunda autoener-
g´ıa obtenida mediante el me´todo exacto de
diagonalizacio´n y la aproximacio´n variacio-
nal a primer orden coinciden.
0.00005 0.00010 0.00015 0.00020
Λ
0.07098
0.07100
0.07102
0.07104
En
HbL
Primeras tres autoenerg´ıas en funcio´n del
para´metro de interaccio´n, desde λ = 0 has-
ta λ = 2× 10−4 para el me´todo exacto de
diagonalizacio´n del hamiltoniano de inter-
accio´n (l´ıneas continuas) y la aproximacio´n
perturbativa independiente del tiempo pa-
ra estados no degenerados a primer orden
(l´ıneas punteadas). La segunda autoener-
g´ıa obtenida mediante el me´todo exacto de
diagonalizacio´n y la aproximacio´n variacio-
nal a primer orden coinciden.
Cuadro 8: Correccio´n de las tres primeras auto-energ´ıas adimensionales a primer orden.
La comparacio´n de los valores cuantizados de energ´ıa entre el me´todo perturbativo a segundo
orden y la diagonalizacio´n del hamiltoniano de interaccio´n, muestra que estos dos me´todos
resultan ser iguales hasta un para´metro de interaccio´n menor que el obtenido por la compara-
cio´n con el me´todo perturbativo a primer orden. Para las correcciones de la energ´ıa a segundo
orden tenemos que ambos me´todos resultan ser iguales hasta un para´metro de interaccio´n
efectivo aproximado de λ = 8× 10−7 (Ver cuadro 9).
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Λ
0.07096
0.07098
0.07100
0.07102
En
HaL
Primeras tres autoenerg´ıas en funcio´n del
para´metro de interaccio´n desde λ = 0 has-
ta λ = 3× 10−6 para el me´todo exacto de
diagonalizacio´n del hamiltoniano de inter-
accio´n (l´ıneas continuas) y la aproximacio´n
perturbativa independiente del tiempo pa-
ra estados no degenerados a segundo orden
(l´ıneas punteadas). La segunda autoener-
g´ıa obtenida mediante el me´todo exacto de
diagonalizacio´n y la aproximacio´n variacio-
nal a segundo orden coinciden.
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Primeras tres autoenerg´ıas en funcio´n del
para´metro de interaccio´n desde λ = 0 has-
ta λ =1.4×10−6 para el me´todo exacto de
diagonalizacio´n del hamiltoniano de inter-
accio´n (l´ıneas continuas) y la aproximacio´n
perturbativa independiente del tiempo pa-
ra estados no degenerados a segundo orden
(l´ıneas punteadas). La segunda autoener-
g´ıa obtenida mediante el me´todo exacto de
diagonalizacio´n y la aproximacio´n variacio-
nal a segundo orden coinciden.
Cuadro 9: Correccio´n de las tres primeras auto-energ´ıas adimensionales a segundo orden.
Esta aproximacio´n falla, cuando las energ´ıas sin perturbar de los estados propios esta´n dege-
nerados, es decir, cuando se tienen dos o ma´s estados propios con la misma energ´ıa. La falla
en el me´todo se debe, a que tanto la correccio´n de la funcio´n de onda a primer orden (ecua-
cio´n (34)) como la correccio´n de energ´ıa a segundo orden (ecuacio´n (35)) se indeterminan. Es
importante recordar que el me´todo perturbativo independiente del tiempo, permite encontrar
soluciones aproximadas a sistemas que se encuentren con alguna perturbacio´n, utilizando las
soluciones exactas del mismo problema sin perturbar, donde las energ´ıas deben ser u´nicas
y estar bien definidas para cada uno de los auto-estados. Para el caso en estudio, se tiene
que los valores de las autoenerg´ıas de una part´ıcula al interior del doble pozo de potencial
son bastante pro´ximos, por lo cual, el valor del para´metro de interaccio´n efectivo entre los
dos bosones ide´nticos no debe exceder la diferencia entre dos niveles de energ´ıa consecutivos,
siendo el caso extremo la diferencia entre los dos primeros niveles de energ´ıa.
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3. APROXIMACIO´N VARIACIONAL
Luego de conocer la dina´mica para dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas, que interactuan entre
s´ı por medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se encuentran confinadas
al interior de un doble pozo de potencial sime´trico, por medio del me´todo exacto de diago-
nalizacio´n del hamiltoniano de interaccio´n y de haber comparado la teor´ıa de perturbaciones
independiente del tiempo para estados no degenerados a primer y segundo orden con el me´-
todo exacto de diagonalizacio´n del hamiltoniano, se analizara´ la dina´mica del mismo sistema
utilizando la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo con ligaduras propuesta por
A.F.R. de Toledo Piza.
En la primera parte de este cap´ıtulo, se obtienen las ecuaciones de movimiento para el
sistema en estudio, a partir de un principio variacional dependiente del tiempo en segunda
cuantizacio´n para un sistema conformado por N bosones ide´nticos y restringido a dos modos
(propuesta de A. F. R. de Toledo Piza [14]). Luego a la aproximacio´n variacional propuesta
por Piza se le hacen dos aproximaciones adicionales: una aproximacio´n variacional en la
cual los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n, son independientes del tiempo (φ1(x)
y φ2(x)) y otra aproximacio´n variacional, en la cual los dos modos dependientes del tiem-
po (Φ1(x, t) y Φ2(x, t)) son combinaciones lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin
interaccio´n.
Para conocer la dina´mica de nuestro sistema por medio de la formulacio´n variacional, es impor-
tante recordar que la funcio´n de onda de Scrho¨dinger, puede considerarse como el operador de
campo ψˆ(x), el cual para part´ıculas boso´nicas satisface la siguiente relacio´n de conmutacio´n.
[ψˆ(x), ψˆ†(x′)] = δ(x− x′).
El hamiltoniano en segunda cuantizacio´n para un sistema de muchos bosones se expresa como
la integral en el espacio de una densidad hamiltoniana escrita en te´rminos del operador de
campo
Hˆ =
∫
dxψˆ†(x)
[
− ~
2
2M
∇2 + V (x) + λ
2
ψˆ†(x)ψˆ(x)
]
ψˆ(x). (36)
Debido a que nuestro sistema se encuentra a una temperatura cercana al cero absoluto, se
espera encontrar nuestros dos bosones en los dos modos ortonormales de menor energ´ıa, as´ı la
condicio´n inicial se considera de tal manera que involucre la ortonormalidad de los dos modos
φn(x, t = 0) (n = 0, 1) y que se asocian con los operadores de creacio´n y destruccio´n boso´nicos
por medio de
aˆ†n(t = 0) =
∫
dxφn(x, t = 0)ψˆ
†(x),
esta relacio´n muestra la creacio´n de una part´ıcula boso´nica en un modo φn(x, t = 0), deter-
minado por el operador de creacio´n aˆ†n(t = 0).
El estado en un tiempo t para un sistema de N bosones es
|Ψ(t)〉 =
j∑
m=−j
cm(t)|j,m〉,
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donde el estado |j,m〉 se define como
|j,m〉 = (aˆ
†
1)
j+m(aˆ†2)
j−m√
(j +m)!
√
(j −m)! |0, 0〉 (37)
y los coeficientes cm(t) representan la amplitud de probabilidad de encontrar las part´ıculas en
un estado determinado. Con estas consideraciones el estado para un sistema conformado por
N bosones es
|Ψ(t)〉 =
j∑
m=−j
cm(t)
(aˆ†1)
j+m(aˆ†2)
j−m√
(j +m)!
√
(j −m)! |0, 0〉, (38)
donde
j =
N
2
,−j ≤ m ≤ j.
Las relaciones de conmutacio´n del momento angular se satisfacen con un nu´mero N par de
bosones, lo cual hace que j sea entero y crea estados propios de cuasi esp´ın para Jˆ y Jˆ0
Jˆ+ = Jˆ1 + iJˆ2 = Jˆ
†
− = aˆ
†
1aˆ2, Jˆ0 =
1
2
(aˆ†1aˆ1 − aˆ†2aˆ2)
Jˆ2 + Jˆ21 + Jˆ
2
2 = Jˆ(Jˆ + 1), Jˆ =
1
2
(aˆ†1aˆ1 + aˆ
†
2aˆ2)
[JˆJˆ , Jˆk] = i
∑
l
εJˆklJˆl, [Jˆk, Jˆ ] = 0.
(39)
Al aplicar el operador Jˆ al estado |j,m〉 se obtiene Jˆ |j,m〉 = j|j,m〉 y al aplicar el operador
Jˆ0 al estado |j,m〉 se obtiene Jˆ0|j,m〉 = m|j,m〉.
Las ecuaciones de movimiento deben conservar la forma de estas ecuaciones, permitiendo la
dependencia temporal de los dos modos φn(x, t) y de las amplitudes cm(t). La consistencia al-
gebraica de la dependencia temporal en el esquema de cuasi esp´ın requiere que las propiedades
de ortonormalidad de los dos modos se preserven en el tiempo.
3.1. Ecuaciones variacionales dependientes del tiempo
Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir del principio variacional usual. El funcional
de lagrange L para el sistema en estudio, esta´ compuesto por un lagrangiano en el cual se
vincula la dina´mica relacionada con la parte discreta del sistema Lc (cm(t), c
∗
m(t), c˙m(t)) y
la integral de una densidad lagrangiana L (φn(x, t), φ
∗
n(x, t), ∂aφn(x, t), x, t), que describe los
grados de libertad continuos del sistema,
L =
∑
m
c∗m(t)c˙m(t) +
∫
Ldx (40)
= Lc (cm(t), c
∗
m(t), c˙m(t)) +
∫
dxL (φn(x, t), φ
∗
n(x, t), ∂aφn(x, t), x, t) . (41)
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Las amplitudes de probabilidad de encontrar las part´ıculas en un estado determinado, se
representan por medio de cm(t) y las derivadas parciales de los modos con respecto a x y a t
se representan por medio de ∂aφn(x, t).
La accio´n para el sistema se define de la manera usual, como la integral temporal de la funcio´n
lagrangiana
S =
∫ t2
t1
(
Lc (cm(t), c
∗
m(t), c˙m(t)) +
∫
dxL (φn(x, t), φ
∗
n(x, t), ∂aφn(x, t), x, t)
)
dt. (42)
Como la evolucio´n temporal del sistema debe garantizar la ortonormalidad de los dos modos
de ma´s baja energ´ıa y se debe conservar la norma de la funcio´n de onda, es necesario adicionar
al lagrangiano un te´rmino de restriccio´n 4L que involucra multiplicadores de Lagrange. De
esta manera la accio´n8 es
S =
∫ t
t1
(
Lc (cm(t), c
∗
m(t), c˙m(t)) +
∫
dxL (φn(x, t), φ
∗
n(x, t), ∂aφn(x, t), x, t)) +4L
)
dt.
(43)
Una vez se ha encontrado la accio´n, se obtienen las ecuaciones de movimiento haciendo que
la accio´n sea estacionaria
δS
δc∗m(t)
= 0, m = −j, . . . , j, y δS
δφ∗n(x, t)
= 0, n = 1, 2. (44)
De esta manera la variacio´n de la accio´n para el caso en estudio es de la forma
δ
∫
dt[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 −∆L] = 0. (45)
El estado |Ψ〉 para un sistema de N bosones se definio´ en la ecuacio´n (38) y el hamiltoniano
Hˆ en segunda cuantizacio´n para un sistema de muchos bosones se definio´ en la ecuacio´n (36).
Las ecuaciones de movimiento acopladas para los dos modos de menor energ´ıa y para las
amplitudes de cuasi-esp´ın se calculan en el ape´ndice A, obteniendose para los modos
i
(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
=
(
hˆ0 + Λ11(x, t) + δ1(x, t) Λ12(x, t) + γ
∗(x, t)
Λ21(x, t)− γ(x, t) hˆ0 + Λ22(x, t) + δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
, (46)
8Vale la pena aclarar, que debido a las restricciones introducidas, no es te´cnicamente correcto afirmar que
el funcional S definido por la ecuacio´n (43) sea la accio´n. Por abuso de lenguaje nos referimos a S empleando
el te´rmino accio´n.
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y para las amplitudes
ic˙m(t) =
[((
φ1(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ12(x, t), φ2(t)
))
(j +m)
+
((
φ2(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ21(x, t)(x, t)φ1(t)
))
(j −m)
]
cm(t)
−
((
φ1(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ22(x, t), φ2(t)
))√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
−
((
φ2(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ2(t),Λ12(x, t), φ1(t)
))√
(j −m)(j −m+ 1)cm+1(t)
+
λ
2
{[(
φ1(t)
2, φ1(t)
2
)
(j +m)(j +m− 1)
+
(
φ2(t)
2, φ2(t)
2
)
(j −m)(j −m− 1)
]
cm(t)
+ 4
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
(j2 −m2)cm(t)
+ 2
(
φ1(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
(j +m− 1)
√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
+ 2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)
2
)
(j +m)
√
(j −m)(j +m+ 1)cm+1(t)
+ 2
(
φ2(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
(j −m− 1)
√
(j −m)(j +m+ 1)cm−1(t)
+ 2
(
φ1(t)φ2(t), φ2(t)
2
)
(j +m)
√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
+
(
φ21(x, t), φ
2
2(x, t)
)√
(j +m− 1)(j −m+ 2)(j +m)(j −m+ 1cm−2(t)
+
(
φ22(x, t), φ
2
1(x, t)
)√
(j −m− 1)(j +m+ 2)(j −m)(j +m+ 1cm+2(t)
}
+ µcm(t).
(47)
En la expresio´n anterior el te´rmino(
φi(t)φj(t), φk(t)φl(t)
)
=
∫
φi(x, t)φj(x, t)φk(x, t)φl(x, t)dx,
representa el producto interior o las integrales cua´rticas para el sistema y los te´rminos de la
forma
(
φi(t),Λij(x, t), φj(t)
)
= 〈φi(t)|Λij(x, t)|φj(t)〉.
3.2. Dina´mica para dos part´ıculas y dos modos
En la seccio´n anterior se obtuvieron las ecuaciones que gobiernan la dina´mica para un sistema
compuesto por N bosones ide´nticos por medio de la aproximacio´n variacional dependiente del
tiempo propuesta por A.F.R. de Toledo Piza; esta aproximacio´n sera´ utilizada para estudiar
la dina´mica de dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas donde j = 1 y −1 ≤ m ≤ 1, por lo cual el
estado (38) para dos bosones es
|Ψ(t)〉 =
1∑
m=−1
cm(t)|1,m〉 = c−1(t)|1,−1〉+ c0(t)|1, 0〉+ c1(t)|1, 1〉. (48)
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Los estados |j,m〉 para dos part´ıculas ide´nticas se obtienen desde la ecuacio´n (37)
|1,−1〉 = aˆ
†2
2√
2
|0, 0〉
|1, 0〉 =aˆ†1aˆ†2|0, 0〉
|1, 1〉 = aˆ
†2
1√
2
|0, 0〉.
(49)
Una vez se ha obtenido el estado inicial para dos bosones ide´nticos, procedemos ha calcular el
te´rmino cine´tico del funcional de Lagrange (45) para nuestro sistema, a partir de la ecuacio´n
(86) obtenida en el ape´ndice A∑
m
c∗m(t)c˙m(t) =c
∗
−1(t)c˙−1(t) + c
∗
0(t)c˙0(t) + c
∗
+1(t)c˙+1(t)
〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
=(|c0(t)|2 + 2|c1(t)|2)
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙2(t)
)
=(2|c−1(t)|2 + |c0(t)|2)
(
φ2(t), φ˙2(t)
)
〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
=
√
2(c0(t)c
∗
−1(t) + c
∗
0(t)c1(t))
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
〈Ψ|Jˆ+|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙2(t)
)
=
√
2(c∗0(t)c−1(t) + c
∗
1(t)c0(t))
(
φ1(t), φ˙2(t)
)
.
Los operadores Jˆ , Jˆ0, Jˆ+ y Jˆ− se definieron en la ecuacio´n (39).
Como un ejemplo para calcular todos los te´rminos correspondientes a la parte cine´tica del
funcional lagrangiano, se calculara´ el te´rmino 〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
=
∑
c∗m`(t)〈jm′|aˆ1aˆ†2
∑
cm(t)|j,m〉
=
∑
c∗m′(t)[c−1(t)〈1m′|aˆ1aˆ†2|1,−1〉+ c0(t)〈1m′|aˆ1aˆ†2|1, 0〉
+ c1(t)〈1m′|aˆ1aˆ†2|1, 1〉],
haciendo uso de los estados para dos part´ıculas obtenidos en la ecuacio´n (49), tenemos que la
ecuacio´n anterior se puede expresar como
〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
=
∑
c∗m′(t)[c−1(t)〈1m′|aˆ1aˆ†2aˆ†22 |0〉+ c0(t)〈1m′|aˆ1aˆ†2aˆ†1aˆ†2|0〉
+ c1(t)
√
2〈1m′|aˆ1aˆ†2aˆ†21 |0〉]
=
∑
c∗m′(t)
[
c0(t)〈1m′|aˆ†22 |0〉+ c1(t)
√
2〈1m′|aˆ†2aˆ†1|0〉
]
=
∑
c∗m′(t)
[
c0(t)〈1m′|
√
2|1,−1〉+ c1(t)
√
2〈1m′|1, 0〉
]
=
√
2c∗−1(t)c0(t) +
√
2c∗0(t)c1(t)
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
.
De forma similar, se pueden encontrar los dema´s te´rminos correspondientes a la parte cine´tica
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del funcional lagrangiano para dos bosones
〈Ψ|Ψ˙〉 =c∗−1(t)c˙−1(t) + c∗0(t)c˙0(t) + c∗1(t)c˙1(t) + (|c0(t)|2 + 2|c1(t)|2)
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
+ (2|c−1(t)|2 + |c0(t)|2)
(
φ2(t), φ˙2(t)
)
+
√
2(c0(t)c
∗
−1(t)
+ c∗0(t)c1(t))
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
+
√
2(c∗0(t)c−1(t) + c
∗
1(t)c0(t))
(
φ1(t), φ˙2(t)
)
.
(50)
El valor esperado del hamiltoniano para el funcional de Lagrange (45) se obtiene a partir de
la ecuacio´n (89) obtenida en el ape´ndice A. Las contribuciones a los efectos de una part´ıcula,
provenientes del valor esperado del hamiltoniano son
〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉 =(|c0(t)|2 + 2|c1(t)|2)〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉
〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ2(t)〉 =(2|c−1(t)|2 + |c0(t)|2)〈φ2(t)|hˆ0|φ2(t)〉
〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ1(t)〉 =
√
2(c0(t)c
∗
−1(t) + c
∗
0(t)c1(t))〈φ2(t)|hˆ0|φ1(t)〉
〈Ψ|Jˆ+|Ψ〉〈φ1(t)|hˆ0|φ2(t)〉 =
√
2(c∗0(t)c−1(t) + c
∗
1(t)c0(t))〈φ1(t)|hˆ0|φ2(t)〉.
Los te´rminos correspondientes a la interaccio´n del valor esperado del hamiltoniano para dos
bosones, recibe contribuciones de las integrales cua´rticas de la forma(
φi(t)φj(t), φk(t)φl(t)
)
=
∫
φi(x, t)φj(x, t)φk(x, t)φl(x, t)dx.
Haciendo uso de la anterior notacio´n, es posible expresar cada una de las contribuciones
provenientes del te´rmino correspondiente a la interaccio´n del valor esperado del hamiltoniano
como
〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)(Jˆ + Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
= 2|c1(t)|2
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)(Jˆ − Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
2(t)
)
= 2|c−1(t)|2
(
φ22(t), φ
2
2(t)
)
4〈Ψ|(Jˆ2 − Jˆ20 )|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
= 4|c0(t)|2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
2〈Ψ|Jˆ+(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉
(
φ21(t), φ1(t)φ2(t)
)
= 2
√
2c∗1(t)c0(t)
(
φ21(t), φ1(t)φ2(t)
)
2〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
)
=
2√
2
c∗0(t)c1(t)
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
)
2〈Ψ|Jˆ−(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉
(
φ22(t), φ1(t)φ2(t)
)
= 2
√
2c0(t)c
∗
−1(t)
(
φ22(t), φ1(t)φ2(t)
)
2〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)Jˆ+|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
2(t)
)
=
2√
2
c−1(t)c∗0(t)
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
2(t)
)
〈Ψ|Jˆ2+|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
2(t)
)
= c∗1(t)c−1(t)
(
φ21(t), φ
2
2(t)
)
〈Ψ|Jˆ2−|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
1(t)
)
) = c∗−1(t)c1(t)
(
φ22(t), φ
2
1(t)
)
.
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Como ejemplo para calcular todos los te´rminos correspondientes al te´rmino de interaccio´n del
valor esperado del hamiltoniano del funcional de Lagrange, se calculara´ el te´rmino
2〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
)
= 2
∑
c∗m′(t)
∑
cm(t)〈j,m′|(Jˆ + Jˆ0)aˆ1aˆ†2|j,m〉.
Haciendo uso de los estados de dos part´ıculas obtenidos en la ecuacio´n (49) se obtiene
2
∑
c∗m′(t)
[
c−1(t)〈1m′|(1 +m′)aˆ1aˆ†2|1,−1〉+ c0(t)〈1m′|(1 +m′)aˆ1aˆ†2|1, 0〉
+ c1(t)〈1m′|(1 + 1)aˆ1aˆ†2|1, 1〉
]
= 2
∑
c∗m′(t)
[
c−1(t)〈1m′|(1 +m′) aˆ1aˆ
†
2aˆ
†2
2√
2
|0〉+ c0(t)〈1m′|(1 +m′)aˆ1aˆ†2aˆ†1aˆ†2|0〉
+ c1(t)〈1m′|(1 +m′) aˆ1aˆ
†
2aˆ
†2
1√
2
|0〉
]
= 2
∑
c∗m′(t)
[
c0(t)〈1m′|(1 +m′)aˆ†22 |0〉+ c1(t)〈1m′|(1 +m′)
aˆ†2aˆ
†
1√
2
|0〉
]
= 2
∑
c∗m′(t)
[
c0(t)〈1m′|(1 +m′)
√
2|1,−1〉+ c1(t)〈1m′|(1 +m
′)√
2
|1, 0〉
]
= 2c∗0(t)c1(t)〈1, 0|
1√
2
|1, 0〉 = 2√
2
c∗0(t)c1(t)
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
)
.
De forma similar, se pueden encontrar los dema´s te´rminos correspondientes al valor esperado
del hamiltoniano para el funcional de Lagrange
〈Ψ|H|Ψ〉 =(|c0(t)|2 + 2|c1(t)|2)〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉+ (2|c−1(t)|2 + |c0(t)|2)〈φ2(t)|hˆ0|φ2(t)〉
+
√
2(c0(t)c
∗
−1(t) + c
∗
0(t)c1(t))〈φ2(t)|hˆ0|φ1(t)〉
+
√
2(c∗0(t)c−1(t) + c
∗
1(t)c0(t))〈φ1(t)|hˆ0|φ2(t)〉
+
λ
2
[
2|c1(τ)|2
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
+ 2|c−1(t)|2
(
φ22(t), φ
2
2(t)
)
+ 4|c0(t)|2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
+ 2
√
2c∗1(t)c0(t)
(
φ21(t), φ1(t)φ2(t)
)
+
2√
2
c∗0(t)c1(t)
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
)
+ 2c0(t)c
∗
−1(t)
√
2
(
φ22(t), φ1(t)φ2(t)
)
+
2√
2
c−1(t)c∗0(t)
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
2(t)
)
+ c−1(t)c∗1(t)
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
+ c∗−1(t)c1(t)
(
φ22(t), φ
2
1(t)
)]
.
(51)
A partir de las ecuaciones (50) y (51) se construyen las ecuaciones acopladas no lineales como
es usual en la aproximacio´n de campo medio, con estas ecuaciones se obtienen las restricciones
del sistema que garantizan la ortonormalidad de los dos modos dina´micos de ma´s baja energ´ıa
en el tiempo.
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Para un sistema compuesto por dos bosones ide´nticos, las ecuaciones acopladas son obtenidas
a partir de la ecuacio´n (91) encontrada en el ape´ndice A
d+ = (|c0(t)|2 + 2|c1(t)|2), d− = (2|c−1(t)|2 + |c0(t)|2)
c+ =
√
2(c∗0(t)c−1(t) + c
∗
1(t)c0(t)), c− =
√
2(c0(t)c
∗
−1(t) + c
∗
0(t)c1(t))
D+ = 2|c1(t)|2|φ1(t)|2 + 2|c0(t)|2|φ2(t)|2 + c
∗
0(t)c1(t)√
2
φ∗2(t)φ1(t)
D− = 2|c−1(t)|2|φ2(t)|2 + 2|c0(t)|2|φ1(t)|2 + c−1(t)c
∗
0(t)√
2
φ∗1(t)φ2(t)
C+ =
√
2c∗1(t)c0(t)|φ1(t)|2 +
c−1(t)c∗0(t)√
2
|φ2(t)|2 + c∗1(t)c−1(t)φ∗1(t)φ2(t)
C− =
√
2c0(t)c
∗
−1(t)|φ2(t)|2 +
c∗0(t)c1(t)√
2
|φ1(t)|2 + c∗−1(t)c1(t)φ∗2(t)φ1(t).
Con estos te´rminos se pueden construir las restricciones del sistema como se expuso anterior-
mente (las ecuaciones finales de movimiento se obtienen en el ape´ndice B). Usando el me´todo
variacional para un caso no trivial, (dos a´tomos ide´nticos, dos modos) se obtienen, siete ecua-
ciones integro diferenciales ordinarias de primer orden no lineales: tres para las amplitudes y
cuatro para las variables dina´micas, cuya solucio´n es muy sensible a las condiciones iniciales
y se obtiene por me´todos nume´ricos. Por esta razo´n se procedera´ a hacer un par de aproxima-
ciones ma´s sencillas, como lo son una aproximacio´n variacional, en la cual los dos modos de
menor energ´ıa no interactuantes se encuentran congelados en el tiempo y una aproximacio´n
variacional en la cual los dos modos se encuentran descongelados en el tiempo.
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3.3. Modos independientes del tiempo
En la seccio´n anterior se obtuvieron las ecuaciones de movimiento para un sistema compuesto
por dos bosones ide´nticos que interaccionan entre s´ı por medio de un potencial efectivo del
tipo delta de Dirac y que se encuentran confinados en un doble pozo de potencial sime´trico,
por medio de la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo con ligaduras propuesta
por A.F.R. de Toledo Piza. Una aproximacio´n ma´s sencilla, consiste en considerar que los
dos modos de ma´s baja energ´ıa no interactuantes (φi(x, t) con i = 1, 2) son independientes
del tiempo.
El funcional de Lagrange para el sistema, se obtiene mediante la adicio´n del te´rmino cine´tico
(ecuacio´n (50)) y del valor esperado del hamiltoniano que describe el sistema (ecuacio´n (51)),
haciendo que los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes (φi(x)) son independientes
del tiempo, de esta manera se tiene que el te´rmino cine´tico es
〈Ψ|Ψ˙〉 = c∗−1(τ)c˙−1(τ) + c∗0(τ)c˙0(τ) + c∗1(τ)c˙1(τ) (52)
y el valor esperado del hamiltoniano
〈Ψ|H|Ψ〉 =(|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2)〈φ0(x)|hˆ0|φ0(x)〉+ (2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2)〈φ1(x)|hˆ0|φ1(x)〉
+
√
2(c0(τ)c
∗
−1(τ) + c
∗
0(τ)c1(τ))〈φ1(x)|hˆ0|φ0(x)〉
+
√
2(c∗0(τ)c−1(τ) + c
∗
1(τ)c0(τ))〈φ0(x)|hˆ0|φ1(x)〉
+
λ
2
[
2|c1(τ)|2
(
φ21(x), φ
2
1(x)
)
+ 2|c−1(τ)|2
(
φ22(x), φ
2
2(x)
)
+ 4|c0(τ)|2
(
φ0(x)φ1(x), φ0(x)φ1(x)
)
+ 2
√
2c∗1(τ)c0(τ)
(
φ21(x), φ0(x)φ1(x)
)
+
2√
2
c∗0(τ)c1(τ)
(
φ0(x)φ1(x), φ
2
1(x)
)
+ 2c0(τ)c
∗
−1(τ)
√
2
(
φ22(x), φ0(x)φ1(x)
)
+
2√
2
c−1(τ)c∗0(τ)
(
φ0(x)φ1(x), φ
2
2(x)
)
+ c−1(x)c∗1(x)
(
φ21(x), φ
2
1(x)
)
+ c∗−1(τ)c1(τ)
(
φ22(x), φ
2
1(x)
)]
.
Las u´nicas contribuciones al valor esperado del hamiltoniano, provienen de los te´rminos
〈φi|hˆ0|φi〉 del te´rmino correspondiente a los efectos de una part´ıcula y de las integrales cua´r-
ticas de la forma
(
φ2i (x), φ
2
j (x)
)
cuyos valores aproximados son(
φ21(x), φ
2
1(x)
) ≈ 0.07235, (φ21(x), φ22(x)) ≈ 0.07237, (φ22(x), φ22(x)) ≈ 0.07239.
Debido a la proximidad entre los valores de las integrales cua´rticas se consideran que estas
integrales cua´rticas, son aproximadamente iguales al promedio de las tres(
φ21(x), φ
2
1(x)
)
=
(
φ21(x), φ
2
2(x)
)
=
(
φ22(x), φ
2
2
)
=
(
φ2(x), φ2(x)
) ≈ 0.07235.
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Con estas consideraciones el valor esperado del hamiltoniano es
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 =E0(|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2) + E1(2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2)
+
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
) [
2|c1(τ)|2 + 2|c−1(τ)|2 + 4|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)
]
.
(53)
Una vez ma´s τ es el para´metro adimensional para el tiempo definido en (7) y E0 y E1 son
las energ´ıas del estado base y del primer estado excitado, que se definira´n en te´rminos de la
energ´ıa media EM y de la diferencia de energ´ıas δ
E0 =
EM − δ
2
E1 =
EM + δ
2
.
De esta manera las contribuciones al valor esperado del hamiltoniano son
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 =
(
EM − δ
2
)(|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2)+ (EM + δ
2
)
(2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2)
+
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)[
2|c1(τ)|2 + 2|c−1(τ)|2 + 4|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)
]
.
Haciendo las respectivas operaciones en la expresio´n anterior y recordando que la suma de
las normas al cuadrado de las amplitudes dependientes del tiempo es, |c−1(τ)|2 + |c1(τ)|2 +
|c0(τ)|2 = 1, se tiene
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 =EM + δ(−|c1(τ)|2 + |c−1(τ)|2)
+
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)[
2|c1(τ)|2 + 2|c−1(τ)|2 + 4|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)
]
.
(54)
El funcional de Lagrange L para un sistema conformado por dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas
confinadas en un doble pozo de potencial sime´trico y con una interaccio´n mutua del tipo delta
de Dirac, se obtiene por medio de la adicio´n de las contribuciones del te´rmino cine´tico (52) y
del valor esperado del hamiltoniano (54)
L = i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉
= ic∗−1(τ)c˙−1(τ) + ic
∗
0(τ)c˙0(τ) + ic
∗
1(τ)c˙1(τ)−
{
EM + δ(−|c1(τ)|2 + |c−1(τ)|2)
+
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)[
2|c1(τ)|2 + 2|c−1(τ)|2 + 4|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)
]}
.
Una vez se ha obtenido el funcional de Lagrange, se esta en capacidad de calcular la accio´n S
del sistema, que se define como la integral temporal de la funcio´n lagrangiana
S =
∫ [
i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉
]
dt.
Las ecuaciones de movimiento se obtienen empleando el principio variacional usual, variando
la accio´n δS con respecto a las amplitudes conjugadas c∗m(τ).
d
dt
( ∂L
∂c˙∗m(τ)
)
=
∂L
∂c∗m(τ)
.
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De esta manera las ecuaciones de movimiento para las amplitudes son
ic˙−1(τ) = δc−1(τ) +
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
(2c−1(τ) + c1(τ))
ic˙0(τ) =
λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
4c0(τ)
ic˙1(τ) = −δc1(τ) + λ
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
(2c1(τ) + c−1(τ)).
(55)
El estado |Ψ〉 del sistema, se construye recordando que j = N2 y m = −j, 0, j con N = 2 que
representa el nu´mero de part´ıculas que conforman el sistema
|Ψ〉 =
1∑
m=−1
cm(τ)|1,m〉 = c−1(τ)|1,−1〉+ c0(τ)|1, 0〉+ c1(τ)|1, 1〉.
Una vez encontradas las ecuaciones de movimiento por medio de la aproximacio´n variacional
con modos independientes del tiempo (55), se procede a encontrar la probabilidad de encontrar
las dos part´ıculas al lado izquierdo o derecho del doble pozo de potencial por medio de la
funcio´n de onda que describe el sistema para cualquier tiempo (ecuacio´n (48)) y que se puede
expresar en coordenadas como
〈x1x2|Ψτ 〉 = c1(τ)ψ1(x1)ψ1(x2)+ c0(τ)√
2
(
ψ1(x1)ψ2(x2)+ψ1(x2)ψ2(x1)
)
+c−1(τ)ψ2(x1)ψ2(x2).
Para simplificar ma´s la notacio´n del estado para cualquier tiempo, se usara´ la funcio´n de onda
para dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas (funciones de onda sime´tricas), donde Ψ1(x1, x2) =
ψ1(x1)ψ1(x2), Ψ0(x1, x2) =
1√
2
(ψ1(x1)ψ2(x2) + ψ1(x2)ψ2(x1)) y Ψ2(x1, x2) = ψ2(x1)ψ2(x2),
con lo cual tenemos
〈x1x2|Ψτ 〉 = c1(τ)Ψ1(x1, x2) + c0(τ)Ψ0(x1, x2) + c−1(τ)Ψ2(x1, x2). (56)
A partir de este estado, es posible calcular la densidad de probabilidad de encontrar las dos
part´ıculas en un punto y en un tiempo determinado |〈x1x2|Ψτ 〉|2 o ma´s precisamente, la
probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo o derecho del doble pozo de
potencial. Por ejemplo, la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del
doble pozo de potencial es
PII =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
|〈x1x2|Ψτ 〉|2dx1dx2,
esta probabilidad puede expresarse como
PII =
∑
i,j
c∗i (τ)cj(τ)Li,j .
En la ecuacio´n anterior los te´rminos correspondientes a Li,j representan integrales cua´rticas
que se definen como
Li,j =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
Ψ∗i (x1, x2)Ψj(x1, x2)dx1dx2. (57)
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De esta manera, la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble
pozo de potencial es
PII =|c∗1(τ)|2L1,1 + c∗1(τ)c−1(τ)L1,−1 + c∗1(τ)c0(τ)L1,0 + c∗−1(τ)c0(τ)L−1,0 + |c−1(τ)|2L−1,−1
+ c∗−1(τ)c1(τ)L−1,1 + c
∗
0(τ)c−1(τ)L0,−1 + |c0(τ)|2L0,0 + c∗0(τ)c1(τ)L0,1.
(58)
Esta ecuacio´n se encuentra conformada por tres coeficientes (c−1(τ), c0(τ) y c1(τ)) depen-
dientes del para´metro adimensional para el tiempo τ , los cuales se calculan a partir de las
ecuaciones de movimiento encontradas mediante el principio variacional con modos indepen-
dientes del tiempo (55)
c−1(τ) =
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2 cos
(
1
2τ
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
)
2
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
−i
(
2δ+
(
φ2(x), φ2(x)
)
λ
)
sin
(
1
2τ
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
)
2
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
c1(τ) =
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2 cos
(
1
2τ
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
)
2
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
i
(
2δ−
(
φ2(x), φ2(x)
)
λ
)
sin
(
1
2τ
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
)
2
√
4δ2 +
(
φ2(x), φ2(x)
)2
λ2
c0(τ) =
e
−i
(
φ2(x),φ2(x)
)
τλ
√
2
.
Una vez obtenidos los coeficientes dependientes del tiempo, se reemplazan en la ecuacio´n (58)
que representa la probabilidad de hallar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de
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potencial
PII =
√
2L0,1 cos
(
t
(
φ(x), φ(x)
)
λ
)
cos
(1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+
1
2
(
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
) 3
2
{[
4L1,2δ
2
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
cos
(1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)2]
+
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2[
2L1,2(δ
2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+ L0,0
(
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+ 2L1,2δ
2 cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]
+
[
2
√
2L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ(
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
sin
(
t
(
φ(x), φ(x)
)
λ
)
sin
(1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]}
.
Las amplitudes y las frecuencias de la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial, son funciones del para´metro de interaccio´n efectivo
entre part´ıculas λ, por lo cual es necesario simplificar un poco ma´s la expresio´n anterior, para
conocer las contribuciones de cada uno de los te´rminos a la probabilidad PII (ver anexo (C)).
PII =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
2L1,2δ
2 cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)]
+
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]
.
(59)
Los valores para cada una de las integrales cua´rticas de la probabilidad PII son
L1,2 =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
Ψ∗1(x1, x2)Ψ2(x1, x2)dx1dx2 ≈ 0.249
L0,0 =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
Ψ∗0(x1, x2)Ψ0(x1, x2)dx1dx2 ≈ 0.499
L0,1 =
∫ 0
−b−a
2
∫ 0
−b−a
2
Ψ∗0(x1, x2)Ψ1(x1, x2)dx1dx2 ≈ -0.353.
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Para simplificar la notacio´n de la probabilidad PII , es necesario identificar cuatro te´rminos que
son funciones del para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas: un te´rmino correspon-
diente al desplazamiento vertical (a1) de la probabilidad, el cual, como su nombre lo indica
desplaza la gra´fica de la probabilidad verticalmente y en direccio´n positiva. Los otros tres
te´rminos, son funciones sinusoidales con sus respectivas frecuencias de oscilacio´n ωi, que son
tambie´n funciones del para´metro de interaccio´n y cuyas amplitudes sera´n representadas por
a2, a3 y a4
a1 =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
.
a2 =
2L1,2δ
2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
.
a3 =
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
.
a4 =
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
.
ω1 =
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
2pi
, ω2 =
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − 2(φ(x), φ(x))λ
4pi
,
ω3 =
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)
λ
4pi
.
Con estas consideraciones, la probabilidad se puede expresar como
PII = a1 + a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t).
Existen algunas relaciones entre las frecuencias de oscilacio´n que caracterizan el comporta-
miento de la probabilidad, por ejemplo, cuando la frecuencia de oscilacio´n ω1 y la frecuencia
ω3 son iguales, la frecuencia de oscilacio´n ω2 vale cero (ver figura 14), esto sucede cuando el
para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas es
λ =
2δ√
3
(
φ(x), φ(x)
) ≈ 6.1× 10−4.
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Figura 14: Frecuencias de oscilacio´n como funciones del para´metro de interaccio´n λ.
Otra relacio´n importante entre las frecuencias de oscilacio´n, se obtiene al comparar la razo´n
ω1
ω2
con ω3ω2 ; la representacio´n gra´fica de estas dos razones, muestra que la diferencia entre
ω1
ω2
y
ω3
ω2
disminuye a medida que aumenta el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas, esto
ocurre hasta un para´metro de interaccio´n λ ≈6.1×10−4 y se debe a que al aumentar el para´-
metro de interaccio´n, la frecuencia ω2 tiende a cero; luego de este para´metro, (λ ≈6.1×10−4)
la diferencia entre las dos razones tiende a aumentar como lo muestra figura 15.
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
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Figura 15: Proporciones entre las frecuencias de oscilacio´n en funcio´n del para´metro de inter-
accio´n λ.
Adicional a las relaciones entre las frecuencias de oscilacio´n, se pueden encontrar las contri-
buciones a la probabilidad de las amplitudes (a2, a3 y a4) y del te´rmino de desplazamiento
vertical (a1) como funciones del para´metro de interaccio´n; la representacio´n gra´fica de estas
funciones (a1, a2, a3 y a4), indica que los te´rminos correspondientes al desplazamiento vertical
(a1) y la amplitud a3, son los te´rminos que ma´s contribuyen a la probabilidad y son los u´ni-
cos que permanecen, pues a medida que aumenta el para´metro de interaccio´n efectivo entre
part´ıculas, las amplitudes a2 y a4 tiende cero, como lo muestran las figuras 16 y 17.
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Figura 16: Contribuciones de las amplitudes a la probabilidad.
Contribuciones del te´rmino de desplazamiento vertical (primer te´rmino) y de las tres amplitudes de
la ecuacio´n (59) como funcio´n del para´metro de interaccio´n efectivo entre las dos part´ıculas λ para
0 ≤ λ < 4× 10−3.
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Figura 17: Contribuciones de las amplitudes dos y cuatro.
Contribuciones de la amplitud dos y de la amplitud cuatro de la ecuacio´n (59) como funcio´n del
para´metro de interaccio´n efectivo entre las dos part´ıculas λ para 2× 10−2 ≤ λ <0.1.
Las contribuciones de las amplitudes y del te´rmino de desplazamiento vertical de la ecuacio´n
(59) a la probabilidad, generan 3 regiones claramente definidas como se observa en el cuadro
10.
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0.00001 0.00002 0.00003 0.00004 0.00005
Λ
-0.2
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0.1
0.2
0.3
Contribución
Regio´n 1: Se encuentra en el interva-
lo 0 < λ ≤ 5 × 10−5. Regio´n caracte-
rizada por la aparicio´n de batimientos
en la probabilidad; las part´ıculas tune-
lan el doble pozo de potencial en forma
conjunta y secuencialmente.
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Λ
-0.4
-0.2
0.2
0.4
Contribución
Regio´n 2: Se encuentra en el interva-
lo 5 × 10−5 < λ ≤ 7 × 10−3. Regio´n
caracterizada por cuasi periodicidad y
por un infinito nu´mero de puntos en
los cuales existe una periodicidad de la
probabilidad, las part´ıculas tunelan el
doble pozo de potencial en forma con-
junta y secuencialmente.
0.04 0.06 0.08 0.10
Λ
-0.4
-0.2
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Contribución
Regio´n 3: Se encuentra en el intervalo
7×10−3 < λ ≤ 0,1. Regio´n caracteriza-
da por periodicidad en la probabilidad
y por el tunelamiento conjunto de las
dos part´ıculas.
Cuadro 10: Contribuciones de las amplitudes a cada regio´n.
3.3.1. Regio´n 1: Batimientos 0 < λ ≤ 5× 10−5
Para´metro de interaccio´n λ = 0. La probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial, cuando el para´metro de interaccio´n entre part´ıculas
es de λ = 0, muestra que las dos part´ıculas permanecen menos tiempo a la izquierda del
doble pozo de potencial que a la derecha, presenta´ndose de esta manera una asimetr´ıa en el
tiempo que permanecen las dos part´ıculas a uno u otro lado del doble pozo de potencial; la
probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado derecho del doble pozo de potencial es
sime´trica con la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo
de potencial como lo ilustra la figura 18.
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Figura 18: Probabilidad izquierda y probabilidad derecha.
Comparacio´n entre la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo
de potencial (l´ınea discontinua) con la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado derecho
del doble pozo de potencial (l´ınea continua) para un para´metro de interaccio´n efectivo de λ = 0.
Cuando el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas es λ = 0, la frecuencia de oscila-
cio´n ω2 = ω3 = 2ω1, quedando de esta manera u´nicamente dos frecuencias de oscilacio´n (2ω1
y ω1) en la probabilidad, que se encuentran desfasadas 180
o (ver figura 14). La expresio´n que
describe este comportamiento sin el te´rmino de desplazamiento vertical es
√
2L0,1 cos (tδ) +
1
2
L1,2 cos (2tδ)
Las principales contribuciones a la probabilidad, provienen de la superposicio´n de a3 cos(ω2t)+
a4 cos(ω3t) que mantiene a las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial du-
rante un tiempo pequen˜o; el te´rmino de desplazamiento vertical (a1) desplaza la superposicio´n
de los te´rminos a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) en direccio´n positiva como se observa
en el cuadro 11.
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Comparacio´n entre las contribuciones a la pro-
babilidad de la superposicio´n de a2 cos(ω1t) +
a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) (l´ınea continua) con
la superposicio´n de los te´rminos a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t) (l´ınea discontinua) para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ = 0.
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Comparacio´n entre la probabilidad de encon-
trar las dos part´ıculas al lado izquierdo del do-
ble pozo de potencial (l´ınea continua) con la
superposicio´n de los te´rminos a1+a3 cos(ω2t)+
a4 cos(ω3t) (l´ınea discontinua) para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ = 0.
Cuadro 11: Comparacio´n entre las diferentes contribuciones a la probabilidad para λ = 0.
Comportamiento cuando 2δ  λ. Cuando el para´metro de interaccio´n efectivo entre
part´ıculas λ es mucho mas pequen˜o que 2δ, se tiene que las contribuciones del te´rmino de
desplazamiento vertical (a1) y de cada una de las amplitudes (a2, a3 y a4) de la probabilidad
son:
a1 =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
≈
L1,2 + L0,0
2
+
L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2
,
a2 =
2L1,2δ
2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
≈ L1,2
2
− L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2
,
a3 =
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
≈ L0,1√
2
+
L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ
2
√
2δ
,
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a4 =
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
≈ L0,1√
2
− L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ
2
√
2δ2
.
De esta manera cuando 2δ  λ se tiene que la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas
al lado izquierdo del doble pozo de potencial es
PII ≈ L1,2 + L0,0
2
+
L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2(
L1,2
2
− L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2
)
cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
(
L0,1√
2
+
L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ
2
√
2δ
)
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)(
L0,1√
2
− L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ
2
√
2δ2
)
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
.
(60)
Al comparar las amplitudes de esta aproximacio´n de la probabilidad cuando 2δ λ con las
amplitudes de la expresio´n exacta (ecuacio´n (59)), se encuentra que ambas expresiones son
equivalentes hasta un para´metro de interaccio´n aproximado de λ ≈4.6×10−4 como se ilustra
en la figura 19.
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Figura 19: Aproximacio´n de las amplitudes cuando δ λ.
Comparacio´n entre la aproximacio´n de las amplitudes cuando δ  λ (l´ınea discontinua) y la
expresio´n exacta, ecuacio´n (59) (l´ınea continua) en funcio´n del para´metro de interaccio´n.
Batimientos 0 < λ ≤ 5 × 10−5. Esta regio´n se caracteriza principalmente por una dismi-
nucio´n y un posterior aumento perio´dico de la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas
boso´nicas e interactuantes al lado izquierdo o derecho del doble pozo de potencial. Esto indica
que existe un tiempo para el cual, hay una equiprobabilidad de tener tunelamiento secuencial
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y tunelamiento de pares correlacionados, el cual depende del para´metro de interaccio´n efectivo
entre part´ıculas.
Conociendo las contribuciones del te´rmino de desplazamiento vertical y de cada una de las tres
funciones sinusoidales de la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del
doble pozo de potencial (ecuacio´n (59)), es posible explicar los batimientos que se generan en
este intervalo (ver figura 20) y que se producen al superponer dos ondas que tienen frecuencias
ligeramente diferentes.
En un determinado punto del espacio se observa que las dos ondas son perio´dicas y se encuen-
tran en y fuera de fase; es decir, las interferencias destructivas y constructivas se alternan en
el tiempo.9
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Figura 20: Probabilidad izquierda para λ = 2× 10−5.
Probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial, para un
para´metro de interaccio´n efectivos de λ = 2×10−5 y tiempo adimensional entre τ = 0 y τ = 5×10−6.
Las frecuencias encargadas de producir los batimientos10 son las correspondientes a las fun-
ciones sinusoidales a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) de la probabilidad.
ω3 = f1 =
2
(
φ(x), φ(x)
)
λ+
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
4pi
, (61)
ω2 = f2 =
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − 2
(
φ(x), φ(x)
)
λ
4pi
. (62)
Ambas frecuencias son funciones lineales del para´metro de interaccio´n efectivo λ (ver figura
21) y permiten calcular la frecuencia promedio y la frecuencia de batimiento en funcio´n del
para´metro de interaccio´n efectivo λ.
9Se le conoce tambie´n como interferencia temporal.
10El batimiento es la variacio´n perio´dica de la amplitud en un punto dado, debido a la sobreposicio´n de dos
ondas que tienen frecuencias ligeramente diferentes.
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Figura 21: Frecuencias que producen los batimientos.
La l´ınea punteada muestra la dependencia de la frecuencia f1 con el para´metro de interaccio´n
efectivo λ (ecuacio´n (61)) y la l´ınea continua muestra la dependencia de la frecuencia f2 con el
para´metro de interaccio´n efectivo (ecuacio´n (62)).
Las frecuencias de oscilacio´n f1 y f2 junto con sus respectivas amplitudes (a3 y a4) y el te´rmino
correspondiente al desplazamiento vertical (a1), son los te´rminos que ma´s contribuyen a la
probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial,
como se observa en la figura 22.
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Figura 22: Contribucio´n de a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) para λ = 3× 10−6.
Contribucio´n al feno´meno de batimiento producido por la superposicio´n de a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t), para un para´metro de interaccio´n efectivos de λ = 3×10−6 y tiempo adimensional entre τ = 0
y τ =3.2×10−6. La funcio´n de onda envolvente (linea continua) representa el batimiento de las frecuencias
combinadas.
La presencia de la frecuencia de oscilacio´n ω1 hace que la superposicio´n entre los te´rminos
a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) de la probabilidad, se desplace verticalmente en direccio´n positiva
y genera la aparicio´n de segundos armo´nicos en la parte inferior de la probabilidad como lo
muestra la figura 23.
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Figura 23: Contribucio´n de a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) para λ = 3× 10−5.
Contribucio´n al feno´meno de batimiento producido por la superposicio´n de los te´rminos a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t) (l´ınea discontinua). La l´ınea continua muestra las contribuciones a la probabilidad debido a la
superposicio´n de los te´rminos dos, tres y cuatro para un para´metro de interaccio´n efectivo de λ = 3× 10−5
y tiempo adimensional entre τ = 0 y τ =3.2×106.
La probabilidad tiene una frecuencia efectiva igual a la frecuencia promedio fp, que es funcio´n
del para´metro de interaccio´n efectiva entre el par de part´ıculas λ.
fp =
f1 + f2
2
=
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
4pi
. (63)
Cuando en la frecuencia promedio fp, el te´rmino 4δ
2 
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 se tiene√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
4pi
≈ δ
2pi
+
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
16piδ
−
(
φ(x), φ(x)
)4
λ4
256piδ3
,
lo cual muestra un comportamiento de tipo cuadra´tico de la frecuencia promedio fp como
funcio´n del para´metro de interaccio´n efectivo λ; al comparar esta aproximacio´n a segundo
orden con la frecuencia promedio exacta, se observa que son iguales hasta un para´metro de
interaccio´n efectivo de λ = 2× 10−4 como lo muestra la figura 24.
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Figura 24: Frecuencia promedio fp.
La l´ınea continua muestra la dependencia de la frecuencia fp con el para´metro de interaccio´n efectivo λ
y la l´ınea punteada muestra la dependencia de la frecuencia fp con el para´metro de interaccio´n efectivo a
segundo orden cuando el te´rmino 4δ2 
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2.
El periodo promedio es
τp =
1
fp
=
2
f1 + f2
=
4pi√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
. (64)
Cuando el te´rmino 4δ2 
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 se tiene
4pi√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
≈ 2pi
δ
−
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2pi
4δ3
+
3
(
φ(x), φ(x)
)4
λ4pi
64
(
φ(x), φ(x)
)3
λ3
.
Esta aproximacio´n a segundo orden resulta ser igual al periodo de batimiento exacto, hasta
un para´metro de interaccio´n efectivo aproximado de λ =2.4×10−4 (ver figura 25).
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Figura 25: Periodo promedio τp.
La l´ınea continua muestra la dependencia del periodo promedio τp con el para´metro de interaccio´n efectivo
λ y la l´ınea punteada muestra la dependencia del periodo τp con el para´metro de interaccio´n efectivo a
tercer orden cuando el te´rmino
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2  4δ2.
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La funcio´n de onda envolvente yenv (l´ınea continua de la figura 22) es una onda de tipo
sinusoidal cuya amplitud var´ıa con una frecuencia f1−f22 y que para el caso en estudio es
yenv =
2L1,2δ
2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
√
2L0,1
1 + (φ(x), φ(x))λ√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
 cos (t(φ(x), φ(x))λ) .
El primer te´rmino de la funcio´n de onda envolvente es la amplitud del segundo te´rmino
de la ecuacio´n (59) y el siguiente, es el cuarto te´rmino de la misma ecuacio´n. Al observar el
feno´meno de batimiento con las contribuciones provenientes de la superposicio´n de los te´rminos
a2 cos(ω1t)+a3 cos(ω2t)+a4 cos(ω3t), se hace evidente que la presencia de a2 cos(ω1t) desplaza
verticalmente la probabilidad como se observa en el cuadro 12.
500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106 2.5´106 3.0´106
Τ
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
Contribución
Λ=0.00003
Contribucio´n a la probabilidad producido por
la superposicio´n de a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t),
para un para´metro de interaccio´n efectivo de
λ = 3×10−5 y tiempo adimensional entre τ =
0 y τ =3.2×106.
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Contribucio´n a la probabilidad producido por
la superposicio´n de a2 cos(ω1t) +a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t), para un para´metro de interaccio´n
efectivo de λ = 3×10−5 y tiempo adimensional
entre τ = 0 y τ =3.2×106.
Cuadro 12: Comparacio´n entre las diferentes contribuciones a la probabilidad para λ = 3× 10−5.
El nu´mero de batimientos por segundo o la frecuencia de batimiento fb es dos veces la fre-
cuencia con la cual var´ıa la amplitud f1−f22
fb = |f1 − f2| =
∣∣∣(φ(x), φ(x))λ∣∣∣
pi
. (65)
La probabilidad de encontrar ambas part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial
(ecuacio´n (59)) presenta batimientos en el intervalo 0 ≤ λ ≤ 5 × 10−5, debido a que tanto
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la frecuencia de batimiento fb y la frecuencia promedio fp son funciones del para´metro de
interaccio´n efectivo entre part´ıculas λ, como se observa en la figura 26 y en el cuadro 13.
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Figura 26: Comparacio´n entre la frecuencia promedio fp y la frecuencia de batimiento fb.
La l´ınea discontinua muestra la dependencia de la frecuencia promedio fp como funcio´n del pa-
ra´metro de interaccio´n efectivo λ y la l´ınea continua muestra la dependencia de la frecuencia de
batimiento fb como funcio´n del para´metro de interaccio´n efectivo.
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Feno´meno de batimiento para un para´metro de
interaccio´n efectivo de λ = 9× 10−6 y tiempo
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adimensional 0 ≤ τ ≤ 4× 106
Cuadro 13: Feno´meno de batimiento para diferentes valores de λ.
3.3.2. Regio´n 2: Cuasiperiodicidad y periodicidad en el intervalo 5 × 10−5 < λ ≤
7× 10−3.
Cuando el para´metro de interaccio´n efectivo λ se encuentra en el intervalo 5 × 10−5 < λ ≤
9 × 10−4 se tienen contribuciones de cada uno de los te´rminos de la ecuacio´n (59). No hay
batimientos debido a que la razo´n entre la diferencia de las frecuencias ∆ω = ω1 − ω2 y la
frecuencia menor ω¯ = ω1 es
∆ω
ω¯ ≥ 1 (ver figura 27).
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Figura 27: Frecuencias de la ecuacio´n (59) como funciones de λ.
Las contribuciones de las amplitudes a2, a3 y a4 permanecen casi constantes en este intervalo,
al igual que la contribucio´n del te´rmino de desplazamiento vertical a1 como lo ilustra la figura
28.
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Figura 28: Contribuciones de las tres amplitudes (a2, a3 y a4) y del te´rmino de desplazamiento
vertical (a1).
En este intervalo la frecuencia ω1 esta desfasada un a´ngulo de 180
o con respecto a las fre-
cuencias ω2 y ω3; la superposicio´n de los te´rminos a1 + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t), es la que
ma´s contribuye a la probabilidad, siendo responsable del tiempo de permanencia de las dos
part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial cuando la probabilidad es ma´xima,
como lo muestra el cuadro 14.
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La l´ınea discontinua representa las contribu-
ciones de la superposicio´n a1 + a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t) a la probabilidad y la l´ınea
continua representa la probabilidad a1 +
a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t).
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La l´ınea discontinua representa las contribu-
ciones de a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) a la pro-
babilidad y la l´ınea continua representa las
contribuciones de a2 cos(ω1t) + a3 cos(ω2t) +
a4 cos(ω3t) a la probabilidad.
Cuadro 14: Probabilidad izquierda para para´metros de interaccio´n de λ = 8×10−5 y λ = 2×10−4.
El cuadro 15 muestra la cuasi periodicidad para dos diferentes valores del para´metro de
interaccio´n efectivo.
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λ = 6 × 10−5 y un tiempo adimensional en el
intervalo 0 ≤ τ ≤ 3× 106.
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λ = 3 × 10−4 y un tiempo adimensional en el
intervalo 0 ≤ τ ≤3.2×106.
Cuadro 15: Probabilidad izquierda para para´metros de interaccio´n de λ = 6×10−5 y λ = 3×10−4.
En este intervalo se encuentran varios puntos en los cuales la frecuencia de oscilacio´n ω1 es
mu´ltiplo entero de ω2 (ω1 = nω2, con n entero) y ω3 es mu´ltiplo entero de ω2 (ω3 = mω2,
con m = n − 1 entero); por cada valor de n se encuentran dos valores ligeramente diferentes
del para´metro de interaccio´n efectivo λ que da lugar a comportamientos de tipo perio´dico
de la probabilidad para diferentes valores del para´metro de interaccio´n λ; La distribucio´n de
los puntos para los cuales la probabilidad es casi perio´dica, muestra un comportamiento de
tipo asinto´tico alrededor de λ ≈6.1×10−4 que es el valor para el cual la frecuencia ω2 = 0 y
ω1 = ω3 como se observa en la figura 29.
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Figura 29: Puntos que generan probabilidades perio´dicas.
Distribucio´n de los puntos para los cuales el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas λ genera
probabilidades perio´dicas (ω1 = nω2) en pasos de 100 entre 3 ≤ n ≤ 2200.
A partir de un valor aproximado a ω1 = 9ω2 las variaciones en el para´metro de interaccio´n
cuando ω1 = nω2, con 10 ≤ n ≤ 2200 son muy pequen˜as como se observa en el cuadro 16.
ω1 = 4ω2 ω3 = 3ω2 λ ≈2.73×10−4 λ ≈1.19×10−3
ω1 = 5ω2 ω3 = 4ω2 λ =3.32×10−4 λ ≈1.03×10−3
ω1 = 6ω2 ω3 = 5ω2 λ =3.73×10−4 λ ≈9.46×10−4
...
...
...
...
ω1 = 200ω2 ω3 = 199ω2 λ =6.02×10−4 λ ≈6.18×10−4
ω1 = 500ω2 ω3 = 499ω2 λ =6.07×10−4 λ ≈6.13×10−4
ω1 = 1000ω2 ω3 = 999ω2 λ =6.09×10−4 λ ≈6.12×10−4
...
...
...
...
ω1 = 2200ω2 ω3 = 2199ω2 λ =6.099×10−4 λ ≈6.11×10−4
Cuadro 16: Periodicidad de la probabilidad como funcio´n de λ.
A medida que aumenta la razo´n entre las frecuencias ω1 y ω2 (ω1 = nω2) los valores del para´-
metro de interaccio´n son ma´s cercanos y por tanto las probabilidades son aproximadamente
iguales (ver cuadros 17 y 18).
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200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0002731053888 Ω1=4Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈2.73×10−4
y ω1 = 4ω2.
200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0011993560599 Ω1=4Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈1.19×10−3
y ω1 = 4ω2.
500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0004278739132 Ω1=8Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈4.27×10−4
y ω1 = 8ω2.
500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0008468638604 Ω1=8Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈8.46×10−4
y ω1 = ω2.
Cuadro 17: Periodicidad de la probabilidad para ω1 = 4ω2 y ω1 = 9ω2.
67
Aproximacio´n variaacional 68
500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0005085815053 Ω1=15Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈5.08×10−4
y ω1 = 15ω2.
500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0007274517875 Ω1=15Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈7.27×10−4
y ω1 = 15ω2.
1´106 2´106 3´106 4´106 5´106 6´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0005787414752 Ω1=50Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈5.78×10−4
y ω1 = 50ω2.
1´106 2´106 3´106 4´106 5´106 6´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0006439272884 Ω1=50Ω2
Periodicidad de la probabilidad para un para´-
metro de interaccio´n efectivo de λ ≈6.43×10−4
y ω1 = 50ω2.
Cuadro 18: Periodicidad de la probabilidad para ω1 = 15ω2 y ω1 = 50ω2.
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Las principales contribuciones a la probabilidad en cada uno de los valores del para´metro de
interaccio´n para el cual la probabilidad es perio´dica provienen principalmente de la superposi-
cio´n de a3 cos(ω2t)+a4 cos(ω3t); la presencia del segundo te´rmino desplaza verticalmente y en
direccio´n positiva la superposicio´n de los dos te´rminos anteriores (a3 cos(ω2t)+a4 cos(ω3t))(ver
figura 30).
200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
0.0002731053888 Ω1=4Ω2
Figura 30: Contribuciones a la probabilidad periodica.
La l´ınea discontinua representa las contribuciones de a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) a la probabilidad y la l´ınea
continua representa las contribuciones de a2 + a3 cos(ω2t) + a4 cos(ω3t) a la probabilidad.
En el intervalo 9× 10−4 < λ < 7× 10−3 se tienen pequen˜as contribuciones de las amplitudes
(a2, a3 y a4) y del te´rmino de desplazamiento vertical (a1) (ver figura 31).
0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Λ
-0.4
-0.2
0.2
0.4
Contribución
Primer Término
Segundo Término
Tercer Término
Cuarto Término
Figura 31: Contribuciones de las amplitudes en el intervalo 9× 10−4 < λ < 7× 10−3.
La magnitud de la frecuencia de oscilacio´n ω3 es mayor que la frecuencia ω1 en este intervalo,
como se muestra en la figura 32.
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0.00004
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0.00010
0.00012
f
Ω2
Ω3
Ω1
Figura 32: Contribuciones de las frecuencias en el intervalo 9× 10−4 < λ ≤ 7× 10−3.
A medida que aumenta el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas λ, se observa una
disminucio´n en la cuasi periodicidad de la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial sime´trico (ver figura 19), debido a que las contribuciones
de las amplitudes a2 y a4 tienden a cero y las mayores contribuciones provienen del te´rmino
de desplazamiento vertical y de la amplitud a3 como se ilustro´ en la figura 31.
200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
Λ=0.002
Cuasiperiodicidad de la probabilidad para un
para´metro de interaccio´n efectivo de λ = 2 ×
10−3.
100 000 200 000 300 000 400 000 500 000 600 000 700 000
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
Λ=0.004
Cuasiperiodicidad de la probabilidad para un
para´metro de interaccio´n efectivo de λ = 4 ×
10−3 y ω1 = 15ω2.
Cuadro 19: Cuasiperiodicidad de la probabilidad para λ = 2× 10−3 y λ = 4× 10−3.
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3.3.3. Regio´n 3: Periodicidad en el intervalo 7× 10−3 ≤ λ ≤ 0.1
Cuando el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas λ es mucho ma´s grande que
2δ  λ se tiene que la contribucio´n del te´rmino de desplazamiento vertical (a1) y de cada
una de las amplitudes (a2, a3 y a4) a la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial sime´trico son
a1 =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
≈
L1,2 +
L0,0
2
− 2L1,2δ
2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
a2 =
2L1,2δ
2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
≈ 2L1,2δ
2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
a3 =
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
≈ 2L0,1√
2
−
√
2L0,1δ2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
a4 =
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
≈
√
2L0,1δ2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
.
De esta manera cuando 2δ  λ se tiene que la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas
al lado izquierdo del doble pozo de potencial es
PII ≈ L1,2 + L0,0
2
− 2L1,2δ
2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
(
2L1,2δ
2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+
(
2L0,1√
2
−
√
2L0,1δ2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt− 1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+
( √
2L0,1δ2(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
.
(66)
En el intervalo 7 × 10−3 ≤ λ ≤ 0,1 la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial es perio´dica, debido a que u´nicamente se tienen contri-
buciones del te´rmino de desplazamiento vertical y de la amplitud a3; las amplitudes a2 y a4
tienden a cero como lo muestra la figura 33.
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0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Λ
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0.2
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Contribución
Primer Término
Segundo Término
Tercer Término
Cuarto Término
Figura 33: Contribuciones de las amplitudes en el intervalo 7× 10−3 ≤ λ ≤ 0.1.
Al comparar la expansio´n de la probabilidad para el te´rmino de desplazamiento vertical y
la amplitud a3 cuando 2δ  λ, con la expresio´n exacta (ecuacio´n (59)), se encuentra que
son iguales a segundo orden a partir de un para´metro de interaccio´n efectivo aproximado de
λ ≈ 7× 10−3 como se observa en el cuadro 20.
0.0060 0.0065 0.0070 0.0075 0.0080 0.0085 0.0090
Λ
0.495
0.496
0.497
0.498
0.499
0.500
Contribución
Comparacio´n entre las contribuciones a la pro-
babilidad del te´rmino de desplazamiento ver-
tical cuando 2δ  λ (l´ınea discontinua) y la
expresio´n exacta para el mismo te´rmino de la
ecuacio´n (59) (l´ınea continua) en funcio´n del
para´metro de interaccio´n.
0.0060 0.0065 0.0070 0.0075 0.0080
Λ
-0.498
-0.497
-0.496
-0.495
-0.494
Contribución
Comparacio´n entre las contribuciones a la pro-
babilidad de la amplitud a3 2δ λ (l´ınea dis-
continua) y la expresio´n exacta para el mismo
te´rmino de la ecuacio´n (59)(l´ınea continua) en
funcio´n del para´metro de interaccio´n.
Cuadro 20: Contribuciones de las amplitudes cuando 2δ λ y la expresio´n exacta.
Las frecuencias de oscilacio´n de la probabilidad para el intervalo en estudio, se representan
en la figura 34 como funcio´n del para´metro de interaccio´n.
72
Aproximacio´n variaacional 73
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
Λ
-0.00002
0.00002
0.00004
0.00006
0.00008
f
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Ω3
Figura 34: Frecuencias de oscilacio´n ω1, ω2 y ω3 en el intervalo 7× 10−3 ≤ λ ≤ 0.1.
La probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial
para los diferentes para´metros de interaccio´n efectivo en este intervalo (7 × 10−3 < λ ≤
0.1), muestra una sola frecuencia proveniente de a3 cos(ω2t), que junto con el te´rmino de
desplazamiento vertical a1, describen la dina´mica en este intervalo; la frecuencia de oscilacio´n
de la probabilidad disminuye como funcio´n del para´metro de interaccio´n en este intervalo
como se observa en la figura 21.
0 2.0´106 4.0´106 6.0´106 8.0´106 1.0´107 1.2´107 1.4´107
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
P
Λ=7x10-3
Probabilidad de encontrar las dos part´ıculas
al lado izquierdo del doble pozo de potencial
para un para´metro de interaccio´n efectivo de
λ = 7 × 10−3 y un tiempo adimensional en el
intervalo 0 ≤ τ ≤1.4×107.
0 2.0´106 4.0´106 6.0´106 8.0´106 1.0´107 1.2´107 1.4´107
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
P
Λ=1x10-2
Probabilidad de encontrar las dos part´ıculas
al lado izquierdo del doble pozo de potencial
para un para´metro de interaccio´n efectivo de
λ =0.01 y un tiempo adimensional en el inter-
valo 0 ≤ τ ≤1.4×107.
Cuadro 21: Probabilidad izquierda para λ = 7× 10−3 y λ =0.01
Para finalizar el estudio de la dina´mica de dos bosones ide´nticos confinados al interior de
un doble pozo de potencial sime´trico y con una interaccio´n mutua del tipo delta de Dirac,
por medio de la aproximacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n
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independientes del tiempo, se compara la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado
izquierdo del doble pozo de potencial obtenida mediante la aproximacio´n variacional, con la
probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial,
obtenida mediante el me´todo exacto de diagonalizacio´n del hamiltoniano y se encuentra que
el rango de validez de la aproximacio´n variacional se encuentra aproximadamente entre 0 ≤
λ . 1× 10−2 (ver cuadro 22).
0 500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
Exacto vs Variacional. Λ=2x10-5
Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n de λ =
2× 10−5. La l´ınea punteada es la probabilidad obtenida
mediante la aproximacio´n variacional con dos modos y la
l´ınea continua es la de probabilidad obtenida mediante la
diagonalizacio´n del hamiltoniano; el tiempo adimensional
esta en intervalos de τ = 5× 104.
0 500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
Exacto vs Variacional. Λ=5x10-4
Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n de λ =
5× 10−4. La l´ınea punteada es la probabilidad obtenida
mediante la aproximacio´n variacional con dos modos y
la l´ınea continua es la probabilidad obtenida mediante la
diagonalizacio´n del hamiltoniano; el tiempo adimensional
esta en intervalos de τ = 5× 104.
0 2´106 4´106 6´106 8´106 1´107
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PII
Exacto vs Variacional. Λ=1x10-2
Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n de λ =
1× 10−2. La l´ınea punteada es la probabilidad obtenida
mediante la aproximacio´n variacional con dos modos y
la l´ınea continua es la probabilidad obtenida mediante la
diagonalizacio´n del hamiltoniano; el tiempo adimensional
esta en intervalos de τ = 5× 105.
Cuadro 22: Comparacio´n entre la aproximacio´n variacional y el me´todo exacto de diagonalizacio´n
del hamiltoniano.
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3.4. Modos dependientes del tiempo
Luego de estudiar la transicio´n del tunelamiento secuencial al tunelamiento de pares corre-
lacionados, de un sistema conformado por dos bosones ide´nticos que interactuan entre s´ı
por medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se encuentran confinados
en un doble pozo de potencial sime´trico, por medio de la aproximacio´n variacional con los
dos modos de menor energ´ıa (φi(x) con i = 0, 1) sin interaccio´n independientes del tiem-
po, se procedera´ a estudiar la dina´mica del mismo sistema pero permitiendo que los dos
modos (Φi(x, τ) con i = 0, 1) evolucionen en el tiempo, para tener una mejor aproxima-
cio´n a la dina´mica obtenida por medio del me´todo exacto de diagonalizacio´n nume´rica del
hamiltoniano.
La evolucio´n temporal de los dos modos Φi(x, τ) con i = 0, 1, debe garantizar que las au-
tofunciones del sistema permanezcan ortonormales en el tiempo, para lo cual se empleara´ la
parametrizacio´n de una matriz unitaria de dimensio´n 2× 2, cuya forma ma´s general es
Uˆ =
(
ei(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ)) e
i(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ))
−e−i(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ)) e−i(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ))
)
. (67)
A partir de la matriz de parametrizacio´n Uˆ , es posible cambiar la base de los dos modos
(φi(x) con i = 0, 1) de menor energ´ıa sin interaccio´n independientes del tiempo, a una base
que depende del tiempo(
Φ0(x, τ)
Φ1(x, τ)
)
=
(
ei(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ)) e
i(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ))
−e−i(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ)) e−i(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ))
)(
φ0(x)
φ1(x)
)
.
(68)
De esta manera los dos modos dependientes del tiempo (Φi(x, τ) con i = 0, 1), son combina-
ciones lineales de los dos modos de ma´s baja energ´ıa sin interaccio´n.
Φ0(x, τ) = α(τ)φ0(x) + β(τ)φ1(x)
Φ1(x, τ) = γ(τ)φ0(x) + ζ(τ)φ1(x),
donde
α(τ) = ei(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ))
β(τ) = ei(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ))
γ(τ) = −e−i(α1(τ)−α3(τ)) sin(α2(τ))
ζ(τ) = e−i(α1(τ)+α3(τ)) cos(α2(τ)).
Una vez establecida la evolucio´n temporal de los dos modos (Φi(x, τ) con i = 0, 1), es posible
calcular la accio´n S del sistema que se encuentra conformado por dos bosones ide´nticos que
interaccionan entre s´ı por medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se
encuentran confinados en un doble pozo de potencial sime´trico
S =
∫
dt
[
i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|H|Ψ〉+ λ1(τ)(|α(τ)|2 + |β(τ)|2 − 1)
+ λ2(τ)(|γ(τ)|2 + |ζ(τ)|2 − 1) + µ(τ)(α(τ)γ∗(τ) + β(τ)ζ∗(τ))
]
.
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El primer y segundo te´rmino de la accio´n, hacen referencia al te´rmino cine´tico y al valor espe-
rado del sistema respectivamente, los dema´s te´rminos son las restricciones que se le imponen
al sistema. La matriz de transformacio´n (67), permite escribir la accio´n del sistema sin las
restricciones debido a
|α(τ)|2 + |β(τ)|2 = cos2
(
α2(τ)
)
+ sin2
(
α2(τ
)
= 1
|γ(τ)|2 + |ζ(τ)|2 = cos2
(
α2(τ)
)
+ sin2
(
α2(τ)
)
= 1
α(τ)γ(τ)∗ + β(τ)ζ(τ)∗ = −eα1(τ) cos
(
α2(τ)
)
sin
(
α2(τ)
)
+ eα1(τ) cos
(
α2(τ)
)
sin
(
α2(τ)
)
= 0.
Con estas consideraciones, la accio´n para el sistema en estudio se encuentra constituida u´ni-
camente con las contribuciones provenientes del te´rmino cine´tico y del valor esperado del
hamiltoniano
S =
∫
dt
[
i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|H|Ψ〉
]
.
Una vez encontrada la accio´n S, se procedera´ a calcular el estado del sistema en un tiempo τ
〈x1, x2|Ψ(τ)〉 =c1(τ)〈x1, x2|0, 0〉τ + c0(τ)〈x1, x2|1, 0〉τ + c−1(τ)〈x1, x2|1, 1〉τ
=c1(τ)Φ0(x1, τ)Φ0(x2, τ) +
c0(τ)√
2
(
Φ0(x1, τ)Φ1(x2, t) + Φ0(x2, τ)Φ1(x1, τ)
)
+ c−1(τ)Φ1(x1, τ)Φ1(x2, τ).
Debido a que los dos modos dependientes del tiempo (Φi(x, τ), i = 0, 1), son combinacio-
nes lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n (φi(x), i = 0, 1), (matriz de
transformacio´n (67)) es posible escribir el estado del sistema como
|Ψ(τ)〉 =c1(τ)
(
α(τ)|0〉+ β(τ)|1〉
)(
α(τ)|0〉+ β(τ)|1〉
)
+
c0(τ)√
2
[(
α(τ)|0〉+ β(τ)|1〉
)(
γ(τ)|0〉+ ζ(τ)|1〉
)
+
(
γ(τ)|0〉+ ζ(τ)|1〉
)(
α(τ)|0〉+ β(τ)|1〉
)]
+ c−1(τ)
(
γ(τ)|0〉+ ζ(τ)|1〉
)(
γ(τ)|0〉+ ζ(τ)|1〉
)
.
Realizando las respectivas operaciones y agrupando te´rmino se obtiene
|Ψ(τ)〉 =
(
c1(τ)α
2(τ) +
√
2c0(τ)α(τ)γ(τ) + c−1(τ)γ2(τ)
)
|0, 0〉
+
(√
2c1(τ)α(τ)β(τ) + c0(τ)
(
β(τ)γ(τ) + ζ(τ)α(τ)
)
+
√
2c−1(τ)γ(τ)ζ(τ)
)
|0, 1〉
+
(
c1(τ)β
2(τ) +
√
2c0(τ)β(τ)ζ(τ) + c−1(τ)ζ2(τ)
)
|1, 1〉.
(69)
En la expresio´n anterior se observa que los u´nicos te´rminos dependientes del tiempo, son los
coeficientes que acompan˜an a cada uno de los estados, por lo cual es posible combinar cada uno
de los te´rminos correspondientes a cada coeficiente y redefinirlos, de esta manera se encuentra
que para un sistema conformado por dos bosones ide´nticos confinados en un doble pozo de
potencial sime´trico y con una interaccio´n mutua de corto alcance, no es necesario hacer que
76
Aproximacio´n variaacional 77
los dos modos con los cuales se configura el sistema evolucionen en el tiempo, debido a que
no se van a encontrar resultados nume´ricos nuevos.
Con estas consideraciones el estado del sistema en cualquier tiempo pude expresarse de la
siguiente manera
|Ψ(τ)〉 = c˜1(τ)|0, 0〉+ c˜0(τ)√
2
(
|0, 1〉+ |1, 0〉
)
+ c˜−1(τ)|1, 1〉,
donde cada uno de los coeficientes han sido redefinidos
c˜1(τ) =
(
c1(τ)α
2(τ) +
√
2c0(τ)α(τ)γ(τ) + c−1(τ)γ2(τ)
)
c˜0(τ) =
(√
2c1(τ)α(τ)β(τ) + c0(τ)
(
β(τ)γ(τ) + ζ(τ)α(τ)
)
+
√
2c−1(τ)γ(τ)ζ(τ)
)
c˜−1(τ) =
(
c1(τ)β
2(τ) +
√
2c0(τ)β(τ)ζ(τ) + c−1(τ)ζ2(τ)
)
.
Como un ejemplo de aplicacio´n, se procedera´ a calcular la evolucio´n temporal de los dos modos
dependientes del tiempo, para un caso particular de la matriz de transformacio´n (67), en la
cual α(τ) = eiα1(τ), ζ(τ) = e−iα1(τ) y β(τ) = γ(τ) = 0. Con estas consideraciones, los dos
modos dependientes del tiempo (Φi(x, τ) con i = 0, 1) son
Φ0(x, τ) = α(τ)φ0(x)
Φ1(x, τ) = ζ(τ)φ1(x).
El te´rmino cine´tico i〈Ψ(τ)|Ψ˙(τ)〉 se obtiene al expresar el estado en un tiempo τ para un
sistema conformado por dos bosones ide´nticos, obtenido en la ecuacio´n (69) en te´rminos de
los dos modos dependientes del tiempo y considerando β(τ) = γ(τ) = 0
|Ψ(τ)〉 = c1(τ)α2(τ)|0, 0〉+ c0(τ)ζ(τ)α(τ)|0, 1〉+ c−1(τ)ζ2(τ)|1, 1〉.
De esta manera las contribuciones del te´rmino cine´tico al funcional lagrangiano son
i〈Ψ(τ)|Ψ˙(τ)〉 = i
{(
c1(τ)α
2(τ)
)∗ d
dt
(
c1(τ)α
2(τ)
)
+
(
c0(τ)ζ(τ)α(τ)
)∗ d
dt
(
c0(τ)ζ(τ)α(τ)
)
+
(
c−1(τ)ζ(τ)2(τ)
)∗ d
dt
(
c−1(τ)ζ(τ)2(τ)
)}
= i
[
2ic∗1(τ)c1(τ)α˙1(τ) + c
∗
1(τ)c˙1(τ) + c
∗
0(τ)c˙0(τ)
− 2ic∗−1(τ)c−1(τ)α˙1(τ) + c∗−1(τ)c˙−1(τ)
]
.
(70)
El valor esperado del hamiltoniano Hˆ del funcional de Lagrange se obtiene a partir de la
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ecuacio´n (51), considerando la dependencia temporal de los dos modos
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 =
(
|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2
)
〈Φ0(τ)|hˆ0|Φ0(τ)〉+
(
2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2
)
〈Φ1(τ)|hˆ0|Φ1(τ)〉
+
√
2
(
c0(τ)c
∗
−1(τ) + c
∗
0(τ)c1(τ)
)
〈Φ1(τ)|hˆ0|Φ0(τ)〉
+
√
2
(
c∗0(τ)c−1(τ) + c
∗
1(τ)c0(τ)
)
〈Φ0(τ)|hˆ0|Φ1(τ)〉
+
λ
2
[
2|c1(τ)|2
(
Φ20(τ),Φ
2
0(τ)
)
+ 2|c−1(τ)|2
(
Φ21(τ),Φ
2
1(τ)
)
+ 4|c0(τ)|2
(
Φ0(τ)Φ1(τ),Φ0(τ)Φ1(τ)
)
+ 2
√
2c∗1(τ)c0(τ)
(
Φ20(τ),Φ0(τ)Φ1(τ)
)
+
2√
2
c∗0(τ)c1(τ)
(
Φ0(τ)Φ1(τ),Φ
2
0(τ)
)
+ 2c0(τ)c
∗
−1(τ)
√
2
(
Φ21(τ),Φ0(τ)Φ1(τ)
)
+
2√
2
c−1(τ)c∗0(τ)
(
Φ0(τ)Φ1(τ),Φ
2
1(τ)
)
+ c−1(τ)c∗1(τ)
(
Φ20(τ),Φ
2
1(τ)
)
+ c∗−1(τ)c1(τ)
(
Φ21(τ),Φ
2
0(τ)
)]
.
Teniendo en cuenta que los dos modos dependientes del tiempo Φj(x, τ), son combinaciones
lineales de los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes φj′(x) (ecuacio´n (68)), es posible
calcular las contribuciones a los efectos de una part´ıcula representados por medio de los
te´rminos 〈Φi(τ)|hˆ0|Φj(τ)〉
〈φi′(x)|Uˆ∗i,i′ |hˆ0|Uˆj,j′ |φj′(x)〉 = Uˆ∗i,i′Uˆj,j′〈φi′(x)|hˆ0|φj′(x)〉 = Uˆ∗i,i′Uˆj,j′〈φi′(x)|hˆ0|φj′(x)〉
= Uˆ∗i,i′Uˆj,j′i′δi′,j′ = Uˆ
∗
i,i′Uˆj,j′i′
=
2∑
i′=1
Uˆ∗i,i′Uˆj,i′i′ .
Como ejemplo, el te´rmino 〈Φ1(τ)|hˆ0|Φ1(τ)〉 es
〈Φ1(τ)|hˆ0|Φ1(τ)〉 = Uˆ∗1,1Uˆ1,11 + Uˆ∗1,2Uˆ1,22.
Para el caso particular que se esta´ trabajando, u´nicamente se tienen contribuciones de la
diagonal principal de la matriz de transformacio´n (67) debido a que β(τ) = γ(τ) = 0. De esta
manera los te´rminos correspondientes al valor esperado del hamiltoniano sin interaccio´n son(
|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2
)
E0 +
(
2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2
)
E1.
Definiendo la energ´ıa del estado base E0 y del primer estado excitado E1 en te´rminos de la
energ´ıa media Em y de la diferencia entre la energ´ıas δ se tiene(
|c0(τ)|2 + 2|c1(τ)|2
)(Em − δ
2
)
+
(
2|c−1(τ)|2 + |c0(τ)|2
)(Em + δ
2
)
= Em + δ
(
|c−1(τ)|2 − |c1(τ)|2
)
.
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Las contribuciones al valor esperado del hamiltoniano provenientes de la interaccio´n de dos
cuerpos, representados por las integrales cua´rticas de la forma
(
Φi(τ)Φj(τ),Φk(τ)Φl(τ)
)
son(
Φi(τ)Φj(τ),Φk(τ)Φl(τ)
)
=
(
Uˆi,i′Uˆj,j′φi′(x)φj′(x), Uˆk,k′Uˆl,l′φk′(x)φl′(x)
)
= Uˆ∗i,i′Uˆ
∗
j,j′Uˆk,k′Uˆl,l′
(
φi′(x)φj′(x), φk′(x)φl′(x)
)
,
con lo cual se pueden expresar los te´rminos correspondientes al hamiltoniano de interaccio´n
de dos cuerpos
λ
2
{
2|c1(τ)|2
∫ (
α∗(τ)φ0(x)
)2(
α(τ)φ0(x)
)2
dx+ 2|c−1(τ)|2
∫ (
ζ∗(τ)φ1(x)
)2(
ζ(τ)φ1(x)
)2
dx
+ 4|c0(τ)|2
∫ [(
α∗(τ)φ0(x))
(
ζ∗(τ)φ1(x)
)(
α(τ)φ0(x)
)(
ζ(τ)φ1(x)
)]
dx
+ c−1(τ)c∗1(τ)
∫ (
α∗(τ)φ0(x)
)2(
ζ(τ)φ1(x)
)2
dx
+ c∗−1(τ)c1(τ)
∫ (
ζ∗(τ)φ1(x)
)2(
α(τ)φ0(x)
)2
dx
}
.
Las u´nicas integrales cua´rticas que contribuyen al valor esperado del hamiltoniano, son las
integrales de la forma
(
φ2i (x), φ
2
j (x)
)
cuyos valores aproximados son(
φ20(x), φ
2
0(x)
) ≈ 0.07235, (φ20(x), φ21(x)) ≈ 0.07237, (φ21(x), φ21(x)) ≈ 0.07239.
Considerando que el valor de cada una de las integrales de la forma
(
φ2i (x), φ
2
j (x)
)
es aproxi-
madamente igual al promedio de las tres, se tiene(
φ21(x), φ
2
1(x)
)
=
(
φ21(x), φ
2
0(x)
)
=
(
φ20(x), φ
2
0
)
=
(
φ2(x), φ2(x)
) ≈ 0.07237.
Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones y recordando que
∑
m |cm|2 = 1, es posible
escribir el te´rmino correspondiente a la interaccio´n del valor esperado del hamiltoniano como
λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
2
[
2 + 2|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ)e−4iα1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)e4iα1(τ)
]
. (71)
Una vez encontrado el te´rmino cine´tico y el valor esperado del hamiltoniano, es posible calcular
el funcional de Lagrange L para el sistema
L = i
[
2ic∗1(τ)c1(τ)α˙1(τ) + c
∗
1(τ)c˙1(τ) + c
∗
0(τ)c˙0(τ)
− 2ic∗−1(τ)c−1(τ)α˙1(τ) + c∗−1(τ)c˙−1(τ)
]
−
{
Em + δ
(
|c−1(τ)|2 − |c1(τ)|2
)
+
λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
2
[
2 + 2|c0(τ)|2 + c−1(τ)c∗1(τ)e−4iα1(τ) + c∗−1(τ)c1(τ)e4iα1(τ)
]}
.
(72)
Las ecuaciones de movimiento para el sistema se obtienen a partir del principio variacional
usual, variando la accio´n δS con respecto a las amplitudes conjugadas c∗m(τ) y al para´metro
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α1(τ), obtenie´ndose de esta manera las ecuaciones de Euler-Lagrange tanto para las amplitu-
des como para el para´metro
d
dt
( ∂L
∂c˙∗m(τ)
)
=
∂L
∂c∗m(τ)
,
d
dt
( ∂L
∂α˙1(τ)
)
=
∂L
∂α1(τ)
.
La ecuacio´n de movimiento para la fase relativa entre los dos modos α1(τ) es
d
dt
(
|c−1(τ)|2 − |c1(τ)|2
)
= −λ (φ2(x), φ2(x)) (c∗−1(τ)c1(τ)e4iα1(τ) − c∗1(τ)c−1(τ)e−4iα1(τ))
(73)
y las ecuaciones de movimiento para cada una de las amplitudes son
ic˙−1(τ) = −2α˙1(τ)c−1(τ) + δc−1(τ) +
λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
2
c1(τ)e
4iα1(τ)
ic˙1(τ) = 2α˙1(τ)c1(τ)− δc1(τ) +
λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
2
c−1(τ)e−4iα1(τ)
ic˙0(τ) = λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
c0(τ).
(74)
En la ecuacio´n de movimiento para el para´metro α1(τ) (ecuacio´n (73)) se reemplazan los
valores de los coeficientes dependientes del tiempo adimensional τ (c˙−1(τ) y c˙1(τ)) obtenidos
en las ecuaciones de movimiento (74)(
i
(− 2α˙1(τ)c∗−1(τ) + δc∗−1(τ) + λ (φ2(x), φ2(x))2 c∗1(τ)e−4iα1(τ)))c−1(τ)
+
(
− i(− 2α˙1(τ)c−1(τ) + δc−1(τ) + λ (φ2(x), φ2(x))
2
c1(τ)e
4iα1(τ)
))
c∗−1
−
(
− i(2α˙1(τ)c1(τ)− δc1(τ) + λ (φ2(x), φ2(x))
2
c−1(τ)e−4iα1(τ)
))
c∗1(τ)
−
(
i
(
2α˙1(τ)c
∗
1(τ)− δc∗1(τ) +
λ
(
φ2(x), φ2(x)
)
2
c∗−1(τ)e
4iα1(τ)
))
c1(τ) =
− λ (φ2(x), φ2(x)) (c∗−1(τ)c1(τ)e4iα1(τ) − c∗1(τ)c−1(τ)e−4iα1(τ)).
Realizando las respectivas operaciones se obtiene
0 = 0.
Este sistema de ecuaciones diferenciales no se puede solucionar, debido a que se tienen ma´s
variables dependientes del tiempo (c1(τ), c−1(τ), c0(τ) y α1(τ)) que ecuaciones diferenciales
(3 ecuaciones (74)).
Si en algu´n caso particular, los elementos de la matriz de transformacio´n (67) dan origen a un
sistema de ecuaciones diferenciales que sea soluble, las ecuaciones de movimiento quedar´ıan
en te´rminos de los para´metros ci(τ) redefinidos, debido a que es en estos para´metros, donde
se encuentra contenida la informacio´n de la evolucio´n temporal del sistema y los resultados
nume´ricos sera´n lo mismos que los obtenidos mediante la aproximacio´n variacional con los dos
modos de menor energ´ıa sin interaccio´n congelados en el tiempo.
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En el caso de la aproximacio´n variacional propuesta por A.F.R. de Toledo Piza, el estudio
de la dina´mica de dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas, con una interaccio´n de corto alcance y
confinadas en un doble pozo de potencial sime´trico, por medio de la aproximacio´n variacional
con modos dependientes del tiempo, indica que cuando los dos modos dependientes del tiempo,
se expresan como una combinacio´n lineal de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n
congelados en el tiempo, los resultados nume´ricos son iguales a los obtenidos mediante la
formulacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n, congelados en el
tiempo. Esto se debe a que la informacio´n de la evolucio´n temporal se encuentra u´nicamente
en los coeficientes ci(τ) que acompan˜an a la funcio´n de onda; en casos donde el sistema tiene
ma´s de dos modos o en donde los dos modos dependientes del tiempo, no son combinaciones
lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n, no se conoce el comportamiento.
En sistemas de muchos cuerpos que pueden ocupar u´nicamente dos estados, es posible hacer
transiciones de part´ıculas de un estado a otro, sin que otros estados se vean ocupados por
medio de la formulacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes
congelados en el tiempo.
Como ejemplo de aplicacio´n de la aproximacio´n variacional, empleada en un sistema confor-
mado por dos bosones ide´nticos confinados en un doble pozo de potencial y con una interaccio´n
mutua del tipo delta de Dirac, se hara´ uso de las ecuaciones de movimiento obtenidas para
el caso de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n independientes del tiempo, para
estudiar la dina´mica del mismo sistema pero haciendo que el para´metro de interaccio´n efectivo
entre part´ıculas sea funcio´n del tiempo λ(τ).
Las ecuaciones de movimiento para el sistema, se derivan a partir de la ecuacio´n (55), pero
con λ(τ) = λ0 + δλ tanh
(
τ
τ1
)
, donde λ0 + δλ no puede ser superior al valor del para´metro de
interaccio´n, para el cual la aproximacio´n variacional y el me´todo exacto son iguales. El valor
de τ1 es aproximadamente igual al tiempo del tunelamiento para el para´metro de interaccio´n
efectivo entre part´ıculas λ0
ic˙−1(τ) = δc−1(τ) +
λ0 + δλ tanh
(
τ
τ1
)
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
(2c−1(τ) + c1(τ))
ic˙0(τ) =
λ0 + δλ tanh
(
τ
τ1
)
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
4c0(τ)
ic˙1(τ) = −δc1(τ) +
λ0 + δλ tanh
(
τ
τ1
)
2
(
φ2(x), φ2(x)
)
(2c1(τ) + c−1(τ)),
(75)
las condiciones iniciales son: c−1(0) = 12 , c1(0) =
1
2 y c0(0) =
1√
2
.
El estudio de la dina´mica de este sistema, se realiza para una caso particular en el cual
λ0 = 1 × 10−4, δλ = 1,1 × 10−4 y el valor de τ1 es aproximadamente igual al tiempo del
tunelamiento para el para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas en λ0 = 1 × 10−4 y
que es de τ1 = 4 × 105. Para el presente problema se van a considerar valores para τ1 que
este´n por debajo del tiempo de tunelamiento (por ejemplo τ1 = 2× 105) y por encima de este
valor (por ejemplo τ1 = 7× 105).
Al comparar la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo
de potencial sime´trico obtenida para cada uno de los tres τ1, se observa que las probabilidades
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son diferentes como se observa en el cuadro 23.
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Comparacio´n entre la probabilidad obtenida para
τ1 = 4 × 105 (l´ınea continua) y una valor inferior
τ1 = 2× 105 (l´ınea discontinua).
0 200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
Τ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
P
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τ1 = 4× 105 (l´ınea continua) y una valor superior
τ1 = 7× 105 (l´ınea discontinua).
Cuadro 23: Comparacio´n entre la probabilidad con λ(τ) y la probabilidad con λ.
Comparacio´n entre probabilidades con el para´metro de interaccio´n efectivo como funcio´n del tiempo
(λ(τ) = λ0+δλ tanh
(
τ
τ1
)
) para un caso particular donde λ0 = 1×10−4, δλ =1.1×10−4 y τ1 = 4×105.
La evolucio´n temporal del para´metro de interaccio´n entre part´ıculas λ(t) para cada uno de
los casos en estudio, (τ < τt, τt y τ > τt donde τt representa el tiempo de tunelamiento)
muestra que cuando τ < τt los dos casos son diferentes para tiempos comprendidos entre 0 ≤
τ ≤1.3×106 y para´metro de interaccio´n comprendido entre 0 ≤ λ ≤2.096×10−4, cuando τ > τt
los dos casos son diferentes para tiempos comprendidos entre 0 ≤ τ ≤ 2 × 106 y para´metro
de interaccio´n comprendido entre 0 ≤ λ ≤2.099×10−4; los tres casos son aproximadamente
iguales para tiempos τ ≥ 2× 106, como se observa en la figura 35.
La figura 35 indica que los tres casos en estudio (τ < τt, τt y τ > τt) llegan a ser iguales a
partir de un τ ≈1.3×106, por lo cual las probabilidades para cada uno de los casos coinciden
a partir de este valor como lo muestra el cuadro 24.
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Figura 35: Evolucio´n temporal del para´metro de interaccio´n entre part´ıculas λ(τ).
Evolucio´n temporal del para´metro de interaccio´n entre part´ıculas λ(τ) para τ < τt, τt y τ > τt. τt
representa el tiempo de tunelamiento en λ0.
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τ1 =3.6×105 (l´ınea discontinua).
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Cuadro 24: Coincidencia entre la probabilidad con λ(τ) y la probabilidad con λ.
Luego de estudiar la dina´mica para un sistema conformado por dos bosones ide´nticos que
interactuan entre s´ı por medio de un potencial del tipo delta de Dirac y que se encuentran
confinados en un doble pozo de potencial sime´trico, por medio de la aproximacio´n variacional
con los dos modos de menor energ´ıa (φi(x) con i = 0, 1) sin interaccio´n independientes del
tiempo y haciendo que los dos modos dependientes del tiempo (Φi(x, τ) con i = 0, 1) sean
combinaciones lineales de los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n, se comparara´n los
resultados obtenidos mediante la aproximacio´n variacional, con algunos de los resultados que
se encuentran en la literatura como son los de las referencias [23], [27], y [29].
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3.5. Observacio´n directa del tunelamiento ato´mico de segundo orden
La dina´mica del tunelamiento de dos part´ıculas confinadas al interior de un doble pozo de po-
tencial, se inicia al reducir ra´pidamente la altura de la barrera (200µs); despue´s de un periodo
de evolucio´n se determinan la posicio´n promedio y el promedio entre los estados cua´nticos
de una part´ıcula al lado izquierdo y al lado derecho del doble pozo de potencial. Al suprimir
ra´pidamente el tunelamiento (nuevamente 200µs) se van a tener sistemas conformados por
a´tomos que se encuentran al lado izquierdo y al lado derecho de los pozos; la cantidad de
a´tomos que se encuentran al lado izquierdo y al lado derecho de los pozos se calcula em-
pleando una te´cnica de mapeo. Una vez se conoce el nu´mero de a´tomos que se encuentran
a la izquierda y derecha de los dobles pozos, es posible calcular la ocupacio´n promedio de
las part´ıculas, indicando de esta manera la posicio´n relativa de los a´tomos con respecto a la
barrera de potencial en unidades de d/2, donde d es la separacio´n del pozo. La te´cnica de
mapeo se calibra haciendo una medicio´n previa de los a´tomos que se encuentran preparados
en uno de los lados del doble pozo de potencial (estado inicial del sistema).
Figura 36: Medicio´n de la posicio´n.
El nu´mero de a´tomos en cada uno de los lados del pozo se puede registrar como si la poblacio´n del
lado izquierdo fuera un estado vibracional excitado del pozo derecho.
La relacio´n de fase entre los dos pozos se determina por una secuencia interferome´trica, donde
la red se apaga ra´pidamente al final de la evolucio´n dina´mica. La doble ranura que emerge,
muestra el patron de interferencia de la onda de materia, con lo cual se obtiene el promedio de
la fase de una part´ıcula. Toda vez que aproximadamente el 40 % de la poblacio´n se encuentra
en una ocupacio´n simple del doble pozo de potencial, se determina la sen˜al de las parejas
por medio de dos procesos. Primero, los datos que incluyen pozos doblemente ocupados o
con ocupacio´n simple (una part´ıcula en cada pozo) se guarda para configurar el sistema.
La medicio´n se repite con una secuencia filtrada antes del periodo de evolucio´n dina´mica,
con lo cual se remueven pares de a´tomos de la trampa, de esta manera se obtienen sen˜ales
de a´tomos individuales que pueden ser substra´ıdas de la sen˜al total para obtener los datos
correspondientes a pares de a´tomos tunelando.
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Figura 37: Deteccio´n interferome´trica.
Despue´s de una relajacio´n su´bita del doble pozo de potencial y un periodo de expansio´n libre se
puede registrar el patron de interferencia de doble rendija.
La dina´mica de a´tomos boso´nicos interactuando se describe por medio de el hamiltoniano de
Bose-Hubbard para dos modos
H = −J
(
aˆ†LaˆR + aˆ
†
RaˆL
)
− 1
2
4(nˆL − nˆR) + 1
2
U
(
nˆL(nˆL − 1) + nˆR(nˆR − 1)
)
Los elementos matriciales de tunelamiento se representan por medio de J , aˆ†L,R y aˆL,R son
los operadores de creacio´n y aniquilacio´n para part´ıculas boso´nicas en el estado base, 4 es
el potencial entre los pozos y U la energ´ıa de interaccio´n entre las dos part´ıculas en un pozo
simple.
Un resultado de todo este proceso es la posicio´n promedio de una part´ıcula al interior del
doble pozo de potencial para energ´ıas de interaccio´n U ma´s pequen˜as que J/U ≈1.511, que
muestra una oscilacio´n de tipo sinusoidal entre los dos pozos con una frecuencia de 2J/h como
se muestra en la figura 38.
Figura 38: Posicio´n promedio de una part´ıcula.
Dina´mica del tunelamiento para a´tomos simples y pares de a´tomos en el re´gimen de interaccio´n
de´bil. Los puntos negros muestran la posicio´n de una part´ıcula. Tomado de la referencia [23].
La comparacio´n de los resultados obtenidos experimentalmente con los resultados teo´ricos
obtenidos mediante la aproximacio´n variacional independiente del tiempo, se dan para un
doble pozo de potencial sime´trico cuyo ancho es de a =7.1µm, con los puntos de equilibrio
ubicados en b = ±5.72µm y una barrera de potencial de V =0,9kHz, como se muestran en la
figura 39.
11J representa los elementos matriciales de tunelamiento en el hamiltoniano de Bose-Hubbard para dos
modos.
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Figura 39: Comparacio´n de la posicio´n promedio de una part´ıcula.
La l´ınea punteada, muestra la posicio´n promedio de una part´ıcula obtenida experimentalmente y la
l´ınea discontinua muestra los resultados obtenidos por medio del principio variacional independiente
del tiempo.
3.6. Dina´mica del tunelamiento de unos pocos bosones en un doble pozo
de potencial
La dina´mica de unos pocos bosones confinados en un doble pozo de potencial se estudia por
medio del hamiltoniano para muchos cuerpos
H =
N∑
i=1
[1
2
p2i + U(xi)
]
+ g
∑
i<j
δσ(xi − xj).
En la expresio´n anterior, el doble pozo de potencial se representa por medio de U(x) =
1
2x
2 + hδω(x) y se modela como una superposicio´n entre un oscilador armo´nico y una barrera
central en forma de gaussiana δω =
e
−x2
2ω2√
2piω
(el ancho es de ω =0.5).
El estado inicial del sistema Ψ(0), se prepara de tal manera que todos los a´tomos se encuen-
tren u´nicamente al lado derecho del doble pozo de potencial. La interaccio´n efectiva en una
dimensio´n se representa como un potencial de contacto, el cual se modifica en este trabajo por
una gaussiana δσ con el fin de evitar las dificultades nume´ricas provenientes de la funcio´n delta
δ. El me´todo computacional que se utiliza para estudiar la dina´mica de unos pocos a´tomos,
es la multi-configuracio´n dependiente del tiempo de Hartree, cuya idea principal es resolver
la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente del tiempo con ~ = 1,
iΨ˙(t) = HΨ(t),
como un problema de valor inicial por expansio´n de la solucio´n en te´rminos de productos
directos Φj ≡ ϕj1 ⊗ ...⊗ ϕjN :
Ψ(t) =
∑
j
Aj(t)ΦJ(t).
En la expresio´n anterior tanto los coeficientes AJ como las funciones de una part´ıcula ϕj , son
dependientes del tiempo. Las ecuaciones de movimiento para AJ y ϕj se derivan a partir del
principio variacional de Dirac-Frenkel. Los resultados obtenidos mediante este me´todo indican
que en ausencia de cualquier interaccio´n, los a´tomos deben oscilar entre ambos pozos. Cuando
existe repulsio´n entre los a´tomos el proceso de tunelamiento se modifica, convirtie´ndose en
un proceso de tunelamiento de dos modos, el cual se caracteriza por una oscilacio´n ra´pida
(amplitud pequen˜a) que se modula por medio de una oscilacio´n mucho ma´s lenta en la cual
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los a´tomos eventualmente tunelan por completo. A medida que se incrementa el para´metro de
interaccio´n, el feno´meno de tunelamiento se hace mas dif´ıcil de observar, cerca del l´ımite de la
fermionizacio´n el periodo del tunelamiento es similar a las oscilaciones de Rabi superpuesta
con un movimiento mas ra´pido y de mayor amplitud como se observa en figura 40.
100 200 300 400
t
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PDD
Figura 40: Dina´mica de dos a´tomos para diferentes para´metros de interaccio´n [27].
La comparacio´n de los datos obtenidos para un sistema conformado por dos bosones ide´nticos
confinados al interior de un doble pozo de potencial obtenido por Zo¨llner, con las datos
obtenidos para el mismo sistema mediante el principio variacional, se dan para un doble pozo
de potencial sime´trico cuyo ancho es de a =7.1µm, con los puntos de equilibrio ubicados en
b = ±5.734µm y una barrera de potencial de V =0.934kHz, como se muestran en la cuadro
25.
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Sin interaccio´n los a´tomo oscilan adelante y atra´s
entre los dos pozos. La probabilidad oscila armo´-
nicamente entre 0 y 1.
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Para un para´metro de interaccio´n de λ =7.4×10−5
la oscilacio´n del tunelamiento se convierte en un
proceso de dos modos: hay una oscilacio´n ra´pida
(oscilacio´n pequen˜a) que se modula con una osci-
lacio´n lenta en la cual los a´tomos tunelan even-
tualmente.
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Para un para´metro de interaccio´n ma´s fuerte, del
orden de λ =1.7×10−4 la evolucio´n temporal se
hace ma´s complicada.
Cuadro 25: Comparacio´n entre Zo¨llner (l´ınea continua) y la aproximacio´n variacional (l´ınea
discontinua).
3.7. Realizacio´n o´ptica de la dina´mica del tunelamiento de dos bosones
La dina´mica del tunelamiento de dos bosones, puede estudiarse por medio de un sistema
basado en o´ptica cla´sica. Este sistema consiste en trasportar luz a trave´s de una estructura
diele´ctrica de cuatro nu´cleos, en la cual, la propagacio´n del campo ele´ctrico a lo largo de la
gu´ıa, imita la evolucio´n de la funcio´n de onda de dos part´ıculas de la meca´nica cua´ntica. La
estructura diele´ctrica que se considera, tiene un ı´ndice de refraccio´n n(x1, x2) que var´ıa en el
plano transverso (x1, x2) , pero permanece constante a lo largo de la direccio´n axial z. En la
aproximacio´n paraxial, la propagacio´n de las ondas de luz monocroma´ticas se describe por
medio de la ecuacio´n de onda de Schro¨dinger para el campo ele´ctrico.
iη∂zψ = − η
2
2ns
(
∂2
∂x21
+
∂2
∂x22
)
ψ + V (x1, x2)ψ. (76)
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La longitud de onda reducida de los fotones, se representa en la expresio´n anterior por medio
de η = λ2pi , el potencial o´ptico es V (x1, x2) ' ns − n(x1, x2) y ns es el ı´ndice de refraccio´n del
substrato.
La analog´ıa con la o´ptica cua´ntica se da al considerar la ecuacio´n (76) equivalente a la ecuacio´n
de Schro¨dinger para una part´ıcula de masa ns en un potencial dos dimensional V (x1, x2), en
el cual, la evolucio´n temporal de la part´ıcula cua´ntica se mapea en la evolucio´n temporal de
la luz a lo largo de la direccio´n axial z y la constante de Planck se reemplaza por la longitud
de onda reducida de los fotones. Cuando el potencial V es de la forma
V (x1, x2) = Vw(x1 + vw(x2) + Vint(|x1 − x2|),
donde Vw es un potencial arbitrario unidimensional y Vint es un potencial de corto alcance,
la ecuacio´n (76) se puede considerar como el ana´logo o´ptico de la ecuacio´n de Schro¨dinger
para dos part´ıculas con la misma masa ns confinadas en un potencial unidimensional Vw que
interactuan entre s´ı por medio de un potencial Vint. Al excitar la estructura o´ptica en z = 0, la
restriccio´n de simetr´ıa se satisface ψ(x1, x2, 0) = ψ(x2, x1, 0) haciendo que la funcio´n de onda
ψ permanezca sime´trica a lo largo de la direccio´n de propagacio´n, de esta manera la ecuacio´n
(76) describe la evolucio´n de dos bosones ide´nticos interactuantes. Si se considera Vw como
un doble pozo y Vint como un potencial repulsivo de corto alcance, el sistema o´ptico cla´sico
es similar al sistema cua´ntico conformado por dos bosones confinados en un doble pozo de
potencial.
Las caracter´ısticas principales de la dina´mica del tunelamiento de dos bosones en un doble
pozo de potencial, se obtienen al analizar la evolucio´n del porcentaje de bosones al lado derecho
del pozo pR(z) y la probabilidad de encontrar una pareja de bosones p2(z).
pR(z) =
∫ ∞
0
dx1
∫ ∞
∞
dx2|ψ|2
p2(z) =
∫
x1,x2>0
dx1dx2|ψ|2 +
∫
x1,x2<0
dx1dx2|ψ|2
En la configuracio´n o´ptica propuesta, pR(z) y p2(z) simplemente corresponden a la potencia
de la fraccio´n de luz atrapada en la ondas gu´ıas y la evolucio´n t´ıpica del sistema, se obtiene al
hacer integracio´n nume´rica de la ecuacio´n (76) para diferentes valores del ı´ndice de refraccio´n.
Los valores de los para´metros usados en la simulacio´n son λ = 633nm y ns =1.45.
Figura 41: Porcentaje de bosones al lado derecho del doble pozo de potencial pR [29].
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La comparacio´n de los datos obtenidos para un sistema conformado por dos bosones ide´nti-
cos confinados al interior de un doble pozo de potencial obtenido por Stefano con las datos
obtenidos para el mismo sistema mediante el principio variacional se dan para un doble pozo
de potencial sime´trico cuyo ancho es de a =7.1µm, con los puntos de equilibrio ubicados en
b = ±5.72µm y una barrera de potencial de V =0.9kHz, como se muestran en la cuadro 26.
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Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n
medido por el ı´ndice de refraccio´n n2 = 0. Los
a´tomos simplemente presentan oscilaciones de Ra-
bi y oscilan de forma independiente entre los dos
pozos. (bosones no interactuantes).
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Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n
medido por el ı´indice de refraccio´n n2 = 0,5 ×
10−3. Al introducir una pequen˜a correlacio´n, am-
bos a´tomos tienden a permanecer en el mismo po-
zo y tunelan en pareja. (tunelamiento correlacio-
nado.)
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Comparacio´n para un para´metro de interaccio´n
medido por el ı´ndice de refraccio´n n2 = 1,5×10−3.
Con una mayor correlacio´n el tunelmiento tiende
a inhibirse lo cual caracteriza al feno´meno de auto
atrapamiento (tunelamiento correlacionado).
Cuadro 26: Comparacio´n entre Stefano (l´ınea continua) y el principio variacional (l´ınea puntea-
da)
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4. Conclusiones y recomendaciones
La dina´mica de un sistema conformado por dos bosones ide´nticos, que interaccionan entre s´ı
por medio de un potencial efectivo del tipo delta de Dirac y que se encuentran confinados en un
doble pozo de potencial sime´trico, se ha estudiado en este documento, por medio del me´todo
exacto de diagonalizacio´n nume´rica del hamiltoniano que describe al sistema, de la teor´ıa de
perturbaciones independiente del tiempo para estados no degenerados y de la aproximacio´n
variacional dependiente del tiempo en segunda cuantizacio´n para un sistema conformado por
N bosones ide´nticos y restringidos a dos modos, (propuesta de A.F.R. de Toledo Piza) haciendo
dos aproximaciones adicionales: la primera aproximacio´n, consistio´ en mantener los dos modos
de menor energ´ıa sin interaccio´n independientes del tiempo y en la segunda aproximacio´n, se
permitio´ que los dos modos evolucionaran en el tiempo. De los estudios realizados se puede
concluir lo siguiente.
1. El estudio de la dina´mica del sistema propuesto, por medio de la formulacio´n variacional
con los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes e independientes del tiempo,
muestra que la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble
pozo de potencial, es funcio´n del para´metro de interaccio´n efectivo entre part´ıculas y
que gracias a ello se pueden distinguir tres regiones:
a) 0 < λ ≤ 5× 10−5 Regio´n de batimientos: El feno´meno de tunelamiento de los dos
bosones ide´nticos a trave´s del doble pozo de potencial se presenta mediante dos
mecanismos: tunelamiento de pares correlacionados y tunelamiento secuencial.
b) 5 × 10−5 < λ ≤ 7 × 10−3 Regio´n de cuasiperiodicidad y periodicidad: Se carac-
teriza por tener un infinito nu´mero de puntos de periodicidad, generados cuando
la frecuencia ω1 = nω2 y la frecuencia ω3 = mω2 con m = n − 1. El feno´meno
de tunelamiento de los dos bosones ide´nticos a trave´s del doble pozo de potencial
se presenta mediante dos mecanismos para valores del para´metro de interaccio´n
efectivo que se encuentran en el intervalo 0 < λ ≤ 4 × 10−4, estos mecanismos
son tunelamiento de pares correlacionados y tunelamiento secuencial, luego de este
valor el mecanismo del tunelamiento es u´nicamente conjunto.
c) 7×10−3 ≤ λ ≤ 3×10−2 Regio´n de periodicidad: se caracteriza por tener u´nicamente
una frecuencia de oscilacio´n ω. Los bosones presentan un tunelamiento conjunto a
trave´s del doble pozo de potencial.
2. La dina´mica del sistema bajo estudio, puede realizarse u´nicamente mediante la formu-
lacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa no interactuantes independientes
del tiempo, debido a que la informacio´n de la evolucio´n temporal se encuentra contenida
u´nicamente en los coeficientes ci(τ) que acompan˜an a la funcio´n de onda y que al ser re
definidos no alteran la dina´mica del sistema.
3. Para el caso de la aproximacio´n variacional dependiente del tiempo planteada por A.F.R.
de Toledo Piza, los resultados obtenidos indican, que si los dos modos dependientes del
tiempo se expresan como una combinacio´n lineal de los dos modos de menor energ´ıa
sin interaccio´n independientes del tiempo, la dina´mica del sistema es la misma que la
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que se obtiene al dejar los dos modos de menor energ´ıa sin interaccio´n congelados en el
tiempo. En sistemas de muchos cuerpos que pueden ocupar u´nicamente dos estados, es
posible hacer transiciones de part´ıculas de un estado a otro sin que otros estados se vean
ocupados por medio de la formulacio´n variacional con los dos modos de menor energ´ıa
no interactuantes congelados en el tiempo, en casos donde el sistema tiene ma´s de dos
modos o en donde los dos modos dependientes del tiempo, no son combinaciones lineales
de los dos modos de ma´s energ´ıa sin interaccio´n, no se conoce el comportamiento.
4. Al comparar la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble
pozo de potencial, obtenida mediante la aproximacio´n variacional con los dos modos de
menor energ´ıa sin interaccio´n independiente del tiempo, con la probabilidad de encontrar
las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble pozo de potencial, obtenida mediante el
me´todo exacto de diagonalizacio´n nume´rica del hamiltoniano, se observa que ambos
me´todos son iguales hasta un para´metro de interaccio´n efectivo de λ ≈ 2× 10−2.
5. La transicio´n del tunelamiento secuencial al tunelamiento de pares correlacionados, de
dos part´ıculas boso´nicas ide´nticas confinadas en un doble pozo de potencial sime´trico y
que interactuan entre s´ı por medio de un potencial del tipo delta de Dirac, estudiada
por medio de una aproximacio´n variacional dependiente del tiempo, es muy semejante
a los resultados experimentales presentados por Fo¨lling [23] y los resultados teo´ricos
presentados por Zo¨llner [27], y Stefano [29].
4.1. Recomendaciones
El control y la manipulacio´n de los estados cua´nticos internos de diferentes sistemas por me-
dio de un forzamiento armo´nico, es una te´cnica que se propuso hacia el an˜o de 1991 con el
descubrimiento de la supresio´n coherente del tunelamiento, llevado a cabo por F. Grossmann,
T. Dittrich, P. Jung y P. Ha¨nggi [57], quienes se planteaban la posibilidad de controlar el
tunelamiento de una part´ıcula confinada en un doble pozo de potencial sime´trico, por medio
de la interaccio´n de este sistema con una fuerza externa producida por un haz la´ser mono-
croma´tico, basadosen en el formalismo de Floquet y el concepto de cuasi-energ´ıa. El control
y manipulacio´n de los estados cua´nticos, por medio del uso del la´ser en sistemas compuestos
por iones atrapados y a´tomos neutros ultra-fr´ıos es una te´cnica que se encuentra bien esta-
blecida [58] y se ha comprobado en una serie de experimentos planteados por Wineland y sus
colaboradores, quienes lograron preparar [59] y controlar [60] estados cua´nticos usando iones
atrapados.
T´ıpicamente los a´tomos neutros, se confinaban en trampas magne´ticas en las cuales solo se
pod´ıa atrapar un conjunto pequen˜o de estados ato´micos de esp´ın, esta limitacio´n se supera
al hacer uso de trampas o´pticas dipolares, que adema´s permiten diferentes mecanismos de
control. El desarrollo de fuentes la´ser en las cuales se tiene un alto control tanto en la intensidad
como en la duracio´n del pulso, ha abierto grandes posibilidades para manipular a´tomos y
mole´culas con gran precisio´n, facilitando de esta manera el estudio de la dina´mica cua´ntica
de a´tomos o mole´culas [64, 65]. La idea principal de esta tecnolog´ıa, es controlar los estados
de excitacio´n internos del sistema por medio de un pulso la´ser, en el cual se tienen un alto
control en para´metros como la intensidad, la forma del pulso envolvente y la frecuencia que
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puede variarse lentamente durante el pulso. El punto de inicio de los modelos de control, es
la ecuacio´n de Schro¨dinger para la mole´cula que interactua con el campo la´ser, que puede
considerarse como un campo electromagne´tico cla´sico o cuantizado [65].
Entre los mecanismo de control se encuentra el propuesto por Ivan Deutsch, quien explora el
uso de a´tomos neutros, ligados y atrapados en una red o´ptica, (espec´ıficamente potenciales
de doble pozo) para estudiar el tunelamiento cua´ntico por medio del control de los estados,
utilizando un par de campos la´ser que inducen transiciones del tipo Raman [61] en el sistema.
Otro mecanismo de control es el que plantea J. Sebby, quien describe el disen˜o e implemen-
tacio´n de una red o´ptica 2D de dobles pozos de potencial, la cual es adecuada para aislar
y manipular un arreglo de parejas individuales de a´tomos. En esta configuracio´n se puede
controlar la altura de la barrera y las profundidades relativas de los dos sitios de red [62].
Una de las te´cnicas de control ma´s reciente, es la planteada por J. Gong, L. Morales y P.
Ha¨nggi, quienes estudiaron la destruccio´n coherente del tunelamiento, por medio de la mo-
dulacio´n ra´pida de un haz monocroma´tico que controla las fuerzas de autointeraccio´n en un
sistema de muchos cuerpos. Los resultados encontrados mediante este me´todo indican, que
es posible inducir en el sistema diferentes tipos de destruccio´n coherente del tunelamiento y
que es posible controlar el nu´mero de part´ıculas boso´nicas que tunelan. El grupo de J. Gong
por medio del modelo de Bose-Hubbard para dos modos, tambie´n demostro´ que la dina´mica
cua´ntica del sistema es sensible a la naturaleza par o impar del nu´mero de bosones [63].
Para el sistema que se planteo en esta tesis, se propone tomar ventaja de las ecuaciones
de movimiento obtenidas por medio de la aproximacio´n variacional y controlar los estados
de excitacio´n internos del sistema, por medio de la interaccio´n de este, con un campo la´ser
monocroma´tico externo12, el cual produce en el sistema una excitacio´n que lo transfiere de un
estado inicial a algu´n estado final.
Para estudiar los procesos de control de un sistema compuesto por dos bosones ide´nticos e
interactuantes, se debe iniciar con la ecuacio´n de Schro¨dinger del sistema, cuyo hamiltoniano
puede representarse por Hˆα,β y cuyos estados propios |β), (β = 0, 1, 2, ...) interactuan con un
campo la´ser monocroma´tico externo 13, que se puede considerar como un campo cla´sico 14
ξ0 sin(ωt)(x1+x2) o como un campo electromagne´tico cuantizado [65]. Gracias a la interaccio´n
entre el sistema boso´nico y el campo perio´dico externo15 se da origen a un nuevo hamiltoniano
Hˆ(x1, x2, t) dependiente del tiempo, que es de la forma
Hˆ(x1, x2, t) ∼=
∑
α,β
(
Hˆα,β|α)(β|+ ξ0 sin(ωt)(α|x1 + x2|β)|α)(β|
)
. (77)
La ecuacio´n de Scrho¨dinger dependiente del tiempo para el hamiltoniano (77) es
12Los estados controlables pueden ser estados electro´nicos o estados vibracionales y rotacionales de las mo-
le´culas. El tunelamiento asistido por foto´n fue observado para CBE en redes o´pticas perio´dicas [66].
13Tambie´n conocido como campo perio´dico. El periodo de este campo es τ y tiene una frecuencia fundamental
ω = 2pi
τ
.
14En muchas situaciones de la o´ptica cua´ntica el acoplamiento del campo con la materia se realiza por medio
de la interaccio´n del campo ele´ctrico con un momento dipolar; adema´s el campo magne´tico es ma´s de´bil que el
campo ele´ctrico por un factor de 1
c
por lo que no se toma en cuenta en la o´ptica cua´ntica.
15El periodo de este campo es τ y tiene una frecuencia fundamental ω = 2pi
τ
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i~
d
dτ
|ψτ 〉 = Hˆ(xˆ1, xˆ2, τ)|ψτ 〉, (78)
debido a que la frecuencia de radiacio´n ω se define como dφdt ≡ ω, se puede escribir la ecuacio´n
de Scrho¨dinger (78) como
i~
d
dφ
|ψφ〉 = ω−1
∑
α,β
(Hˆα,β|α)(β|+ ξ0 sin(φ)(α|x1 + x2|β)|α)(β|
 |ψφ〉. (79)
Segu´n el teorema de Floquet [67, 68], existen soluciones para la ecuacio´n (79) que satisfacen
|ψf (φ)〉 = e−iεfφ|uf (φ)〉, (80)
donde εf es un para´metro real conocido como el exponente caracter´ıstico de Floquet o de cuasi-
energ´ıa.16 Las soluciones de estos problemas de valores propios tienen estructura de Brillouin,
lo cual indica que si |uf (φ)〉 es una funcio´n propia con cuasi-energ´ıa ε, entonces |uf (φ)eimφ〉 es
tambie´n una funcio´n propia con cuasi-energ´ıa ε+m~ω, donde m representa nu´meros enteros
que pueden ser positivos o negativos. Estas funciones propias tienen un periodo de 2pi.
Todas las funciones propias que se obtienen al efectuar el producto entre un estado |uf (φ)〉 y
eimφ pertenecen al mismo estado de Floquet
|uf (φ)eimφ〉e−i(ε+m)φ = |uf (φ)〉e−iεφ.
La parte temporal, se puede expandir en un conjunto completo ortonormal de funciones eimφ
donde m = 0,±1,±2, ... es el ı´ndice de Fourier.
〈〈ufeimφ|uf ′einφ〉〉 = 1
2pi
∫ 2pi
0
dφe−imφ+inφ〈ufm|uf ′n〉 = δmn〈uf |uf ′〉,
recordando que una base de Floquet se puede expresar como
|αn) = |α)einφ,
es posible expresar la parte temporal de la siguiente manera
〈〈αn|βm〉〉 = 1
2pi
∫ 2pi
0
dφ(α|e−inφ|β)eimφ = δαβδnm.
As´ı se demuestra, que |αn) es una base para Floquet que se puede expandir. El hamiltoniano
general de Floquet, tiene elementos matriciales que se definen mediante el producto tensorial
entre vectores del espacio de Hilbert H0, expandido por los estados de dos bosones interac-
tuantes |Ψij〉 y el espacio de Hilbert HF, expandido por los vectores correspondientes a las
componentes de Fourier |m〉
HF = H0 ⊗HF
16Los estados de cuasi-energ´ıa en sistemas cua´nticos perio´dicos, juegan un papel similar a los estados l´ımites
del hamiltoniano dependiente del tiempo, adema´s, los estados de cuasi-energ´ıa con diferentes cuasi-energ´ıas son
mutuamente ortogonales en cualquier tiempo y forman un conjunto ortonormal completo
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de esta manera los elementos matriciales de HF son
(αn|HF |βm) = Hn−mαβ + nδαβδnm, (81)
donde
H(n) ≡ 1
2pi
∫ 2pi
0
kˆ(φ)einφdφ.
De esta manera la ecuacio´n (79) se expresa como
kˆ(φ) = ω−1
∑
α,β
(Hα,β|α)(β|+ ξ0 sin(φ)(α|x1 + x2|β)|α)(β|
 , (82)
el operador kˆ(φ) es un operador perio´dico, que como consecuencia de ir de t→ φ siempre va
a tener un periodo de 2pi, kˆ(φ) = kˆ(φ+ 2pi).
En te´rminos de Floquet, la ecuacio´n (82) es(
kˆ(φ)− i d
dφ
)
|uf (φ)〉 = ε|uf (φ)〉, (83)
de esta manera se obtiene
(αn|HˆF |βm) = 1
2pi
∫ 2pi
0
dφ(α|e−inφ
∑
α,β
(Hα,β|α)(β|+ ξ0Sin(φ)(α|x1 + x2|β)|α)(β|) eimφ|β)
+ nδαβδnm
(84)
La matriz de Floquet HˆF es hermı´tica, lo cual hace que cualquier valor propio sea real y
cualquier pareja de funciones propias con diferentes valores propios sean ortogonales, sus filas
se definen por los pares de ı´ndices α y n y columnas β y m. Su ordenamiento es tal que las
componentes α corren sobre los estados ato´micos antes de que cada uno cambie en n. De esta
manera, se requieren dos ı´ndices para identificar una fila o una columna de la matriz.
El estado de Floquet |αn〉 forma una base ortonormal, donde α representa un estado ato´mico
y el ı´ndice n representa una componente de Fourier17. La matriz tiene una forma de bloque
tridiagonal de estructura perio´dica y con solo los nu´meros de ω en los elementos de la diagonal
que var´ıa su forma de bloque. Esta estructura dota a la cuasi-energ´ıa, los valores y vectores
propios de HF , con la siguiente propiedad perio´dica
εαn = εα0 + nω.
N = −2 N = −1 N = 0 N = 1 N = 2
17Por cada bloque de la matriz de fourier se tiene una copia, dando lugar a tantas copias como coeficientes de
Fourier se tengan; para el caso con n = 5, se da origen a cinco degeneramientos de la energ´ıa no necesariamente
iguales.
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
Hλα,β − 2~ω ξ02i (α|x1 + x2|β) 0 0 0
− ξ02i (α|x1 + x2|β) Hλα,β − 1~ω ξ02i (α|x1 + x2|β) 0 0
0 − ξ02i (α|x1 + x2|β) Hλα,β ξ02i (α|x1 + x2|β) 0
0 0 −E02i (α|x1 + x2|β) Hλα,β + ~ω ξ02i (α|x1 + x2|β)
0 0 0 − ξ02i (α|x1 + x2|β) Hλα,β + 2~ω

En la diagonal principal de la matriz de Floquet, se encuentran las energ´ıas del sistema de
dos bosones sin interaccio´n con la radiacio´n y en las diagonales secundarias se encuentran los
elementos matriciales del acoplamiento dipolar ele´ctrico.
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ANEXOS
A. Anexo: Restricciones
Las restricciones con las cuales se van a trabajar, deben ser tales que, adicional a la norma-
lizacio´n del estado de prueba |Ψ(t)〉, se garanticen la dependencia temporal de las funciones
de onda φn(x, t) que describen a los dos modos de menor energ´ıa y cuya condicio´n inicial de
ortonormalidad debe preservarse en cualquier tiempo; este tipo de restriccio´n logra, que los
operadores aˆ†n(t) y aˆn(t) satisfagan las relaciones de conmutacio´n para un t 6= 0.
Para evaluar los te´rminos del funcional lagrangiano, se tiene que la derivada parcial con
respecto al tiempo de los estados |j,m〉 es
∂
∂t
|j,m〉 = [(j +m)a˙
†
1aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2 + (j −m)a˙†2aˆ†j−m1 aˆ†j+m−12 ]|0〉√
(j +m)!(j −m)! ,
y la aplicacio´n del operador ψˆ(x) sobre el estado |jm〉 da como resultado
ψˆ(x)|jm〉 =
[
φ1(x, t)aˆ1aˆ
†j+m
1 aˆ
†j−m
2√
(j +m)!(j −m)! +
φ2(x, t)aˆ2aˆ
†j+m
1 aˆ
†j−m
2√
(j +m)!(j −m)!
]
|0〉. (85)
El primer te´rmino del lado derecho, se puede expresar como
aˆ1aˆ
†j+m
1 = aˆ1aˆ
†j+m
1 − aˆ†j+m1 aˆ1 + aˆ†j+m1 aˆ1
= [aˆ1, aˆ
†j+m
1 ] + aˆ
†j+m
1 aˆ1,
y al reescribir el conmutador [aˆ1, aˆ
†j+m
1 ] se obtiene
[aˆ1, aˆ
†j+m
1 ] = [aˆ1, aˆ
†
1aˆ
†j+m−1
1 ].
Al utilizar la propiedad de los conmutadores [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C en la expresio´n
anterior, da como resultado
aˆ†1[aˆ1, aˆ
†j+m−1
1 ] + [aˆ1, aˆ
†
1]aˆ
†j+m−1
1 ,
y debido a que [aˆm, aˆ
†
n] = δmn se obtiene
aˆ†1[aˆ1, aˆ
†j+m−1
1 ] + aˆ
†j+m−1
1 ,
este conmutador puede expresarse como
aˆ†1
{
[aˆ1, aˆ1aˆ
†j+m−2
1 ] + aˆ
†j+m−1
1
}
= aˆ†1
{
aˆ†1[aˆ1, aˆ
†j+m−2
1 ] + [aˆ1, aˆ
†
1]aˆ
†j+m−2
1
}
+ aˆj+m−11
= aˆ†1
{
aˆ†1[aˆ1, aˆ
†j+m−2
1 ] + aˆ
†j+m−2
1
}
+ aˆj+m−11 .
Repitiendo todo el proceso anterior n veces, se encuentra
aˆ1aˆ
†j+m
1 = (j +m)φ1(x, t)aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2 .
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El segundo te´rmino del lado derecho de la ecuacio´n (85) (aˆ2aˆ
†j+m
1 )aˆ
†j−m
2 se encuentra de forma
similar, dando como resultado que la aplicacio´n del operador ψˆ(x) sobre el estado |jm〉 es
ψˆ(x)|j,m〉 =
[
(j +m)φ1(x, t)aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2 + (j −m)φ2(x, t)aˆ†j+m1 aˆ†j−m−12
]
√
(j +m)!(j −m)! |0〉.
La evolucio´n temporal del estado |Ψ〉, se encuentra derivando el estado con respecto al tiempo
|Ψ˙〉 =
∑
j
 c˙maˆ†j+m1 aˆ†j−m2 + cm
[
(j +m)a˙†1aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2 + (j −m)a˙†2aˆ†j+m1 aˆ†j−m−12
]
√
(j +m)!(j −m)!
 |0〉.
El te´rmino cine´tico del funcional lagrangiano se obtiene al hacer el producto interior entre el
conjugado del estado |Ψ〉 y su derivada con respecto al tiempo |Ψ˙〉
〈Ψ|Ψ˙〉 = 〈0|
∑ c∗maˆj+m1 aˆj−m2√
(j +m)!(j −m)! ·
∑
j
 c˙maˆ†j+m1 aˆ†j−m2 + cm
[
(j +m)a˙†1aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2 + (j −m)a˙†2aˆ†j+m1 aˆ†j−m−12
]
√
(j +m)!(j −m)!
 |0〉.
Al efectuar el producto escalar, se obtienen tres te´rminos que son de la forma
1. 〈0|∑ c∗maˆj+m1 aˆj−m2√
(j+m)!(j−m)!
c˙maˆ
†j+m
1 aˆ
†j−m
2√
(j+m)!(j−m)! |0〉
2. 〈0|∑ c∗maˆj+m1 aˆj−m2√
(j+m)!(j−m)!
cm(j+m)a˙
†
1aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2√
(j+m)!(j−m)! |0〉
3. 〈0|∑ c∗maˆj+m1 aˆj−m2√
(j+m)!(j−m)!
(j−m)a˙†2aˆ†j+m1 aˆ†j−m−12√
(j+m)!(j−m)! |0〉
Al hacer las respectivas operaciones en el primer te´rmino se obtiene∑
m
cm(t)
∗c˙m(t).
El segundo te´rmino junto con
a˙†n =
∫
dxφ˙n(x, t)ψˆ
†(x),
y al expresar el operador de campo de Bose como
ψˆ†(x) = (aˆ†1φ
∗
1(x, t) + aˆ
†
2φ
∗
2(x, t)),
da como resultado
〈Ψ|
∑∫
dxcm(j +m)φ˙1(x, t)
(aˆ†1φ
∗
1(x, t) + aˆ
†
2φ
∗
2(x, t))aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2√
(j +m)!(j −m)! |0〉.
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La aplicacio´n del operador Jˆ y el operador Jˆ0 sobre el estado |j,m〉 es Jˆ |j,m〉 = j|j,m〉 y
Jˆ0|j,m〉 = m|j,m〉 respectivamente. Con estas consideraciones cada uno de los te´rminos de la
ecuacio´n anterior dan como resultado
〈Ψ|
∑∫
dxcm(j +m)φ˙1(x, t)
(aˆ†1φ
∗
1(x, t))aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2√
(j +m)!(j −m)! |0〉 = 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
〈Ψ|
∑
cm(j +m)
(aˆ†2)aˆ
†j+m−1
1 aˆ
†j−m
2√
(j +m)!(j −m)! |0〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
= 〈Ψ|
(
Jˆ aˆ†2aˆ
−1
1 |j,m〉+ Jˆ0aˆ†2aˆ−11 |j,m〉
)
= 〈Ψ|
(
Jˆ + Jˆ0
)
aˆ†2aˆ
−1
1 |j,m〉.
Debido a que el operador Jˆ = 12(a
†
1a1 + a
†
2a2) y el operador Jˆ0 =
1
2(a
†
1a1 − a†2a2) se tiene que
Jˆ + Jˆ0 = a
†
1a1, por lo tanto
〈Ψ|
(
Jˆ + Jˆ0
)
aˆ†2aˆ
−1
1 |j,m〉 = 〈Ψ|aˆ†1aˆ1aˆ†2aˆ−11 |j,m〉 = 〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
.
De la misma manera se procede con el tercer te´rmino y as´ı se encuentran todas las contribu-
ciones provenientes del te´rmino cine´tico del funcional lagrangiano
〈Ψ|Ψ˙〉 =
∑
m
c∗mc˙m + 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙2(t)
)
+
+ 〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉
(
φ2(t), φ˙1(t)
)
+ 〈Ψ|Jˆ+|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙2(t)
)
.
(86)
El valor esperado para el Hamiltoniano, tiene la forma
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 = 〈Ψ|
∫
dxψˆ†(x)
[
− ~
2
2m
∇2 + V (x) + λ
2
ψˆ†(x)ψˆ(x)
]
ψˆ(x)|Ψ〉
= 〈Ψ|
∫
dxψˆ†(x)hˆ0ψˆ(x)|Ψ〉+ 〈Ψ|
∫
dxψˆ†(x)
λ
2
ψˆ†(x)ψˆ(x)ψˆ(x)|Ψ〉.
(87)
El primer te´rmino de la expresio´n anterior, es el valor esperado del hamiltoniano sin in-
teraccio´n, donde hˆ0 = − ~22m∇2 + V (x) es el te´rmino del hamiltoniano para una part´ıcu-
la libre y debido a que se puede expresar el operador de campo de Bose como ψˆ†(x) =
(aˆ†1φ
∗
1(x, t) + aˆ
†
2φ
∗
2(x, t)), se tienen cuatro te´rminos en los cuales se utilizan las ecuaciones (39)
1. 〈Ψ ∫ dxaˆ†1φ∗1(x, t)h0aˆ1φ1(x, t)|Ψ〉 = 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉
2. 〈Ψ ∫ dxaˆ†1φ∗1(x, t)h0aˆ2φ2(x, t)|Ψ〉 = 〈Ψ|(Jˆ+)|Ψ〉〈φ1(t)|h0|φ2(t)〉
3. 〈Ψ ∫ dxaˆ†2φ∗2(x, t)h0aˆ1φ1(x, t)|Ψ〉 = 〈Ψ|(Jˆ−)|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ1(t)〉
4. 〈Ψ ∫ dxaˆ†2φ∗2(x, t)h0aˆ2φ2(x, t)|Ψ〉 = 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ2(t)〉.
La segunda parte del valor esperado del hamiltoniano (ecuacio´n (87)), es el te´rmino relacionado
con la interaccio´n del sistema
〈Ψ|
∫
dx(aˆ†1φ
∗
1(x, t) + aˆ
†
2φ
∗
2(x, t))
λ
2
(aˆ†1φ
∗
1(x, t) + aˆ
†
2φ
∗
2(x, t))
(aˆ1φ1(x, t) + aˆ2φ2(x, t))(aˆ1φ1(x, t) + aˆ2φ2(x, t))|Ψ〉.
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Realizando las respectivas operaciones y usando nuevamente las ecuaciones (39), se tiene el
te´rmino relacionado con la interaccio´n
λ
2
[
〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)(Jˆ + Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)(Jˆ − Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
2(t)
)
+ 4〈Ψ|(Jˆ2 − Jˆ20 )|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
+ 2
(
〈Ψ|Jˆ+(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉
(
φ21(t), φ1(t)φ2(t)
)
+ 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
))
+ 2
(〈Ψ|Jˆ−(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉(φ22(t), φ1(t)φ2(t))
+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)Jˆ+|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
2(t)
))
+ 〈Ψ|Jˆ2+|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
2(t)
)
+ 〈Ψ|Jˆ2−|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
1(t)
)]
.
(88)
El primer te´rmino de esta expresio´n se obtiene a partir del producto entre aˆ†1aˆ
†
1aˆ1aˆ1, donde el
te´rmino aˆ†1aˆ1 es
aˆ†1aˆ1 = [aˆ
†
1, aˆ1] + aˆ1aˆ
†
1 = −1 + aˆ1aˆ†1.
De esta manera el producto
aˆ†1aˆ
†
1aˆ1aˆ1 = aˆ
†
1aˆ1aˆ
†
1aˆ1 − aˆ†1aˆ1 = (Jˆ + Jˆ0)(Jˆ + Jˆ0 − 1).
De forma similar se procede para encontrar los dema´s te´rminos.
La adicio´n de las contribuciones del te´rmino sin interaccio´n con las contribuciones del te´rmino
de interaccio´n, dan origen a el valor esperado del hamiltoniano para el sistema
〈Ψ|H|Ψ〉 =〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ2(t)〉
+ 〈Ψ|Jˆ−|Ψ〉〈φ2(t)|hˆ0|φ1(t)〉+ 〈Ψ|Jˆ+|Ψ〉〈φ1(t)|hˆ0|φ2(t)〉
+
λ
2
[
〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)(Jˆ + Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
1(t)
)
+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)(Jˆ − Jˆ0 − 1)|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
2(t)
)
+ 4〈Ψ|(Jˆ2 − Jˆ20 )|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
+ 2
(〈Ψ|Jˆ+(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉(φ21(t), φ1(t)φ2(t))
+ 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
1(t)
))
+ 2
(〈Ψ|Jˆ−(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉(φ22(t), φ1(t)φ2(t))
+ 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)Jˆ+|Ψ〉
(
φ1(t)φ2(t), φ
2
2(t)
))
+ 〈Ψ|Jˆ2+|Ψ〉
(
φ21(t), φ
2
2(t)
)
+ 〈Ψ|Jˆ2−|Ψ〉
(
φ22(t), φ
2
1(t)
)]
.
(89)
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A.1. Restricciones
Las ecuaciones de movimiento son de la forma
d
dt
(
∂L
∂φ˙∗n(x, t)
)
=
∂L
∂φ∗n(x, t)
d
dt
(
∂L
∂c˙∗m(t)
)
=
∂L
∂c∗m(t)
.
(90)
Para simplificar un poco la notacio´n, el te´rmino cine´tico (86) y el valor esperado del hamilto-
niano (89) calculados en la seccio´n anterior sera´n expresados de la siguiente manera
〈Ψ|Ψ˙〉 =
∑
m
c∗m(t)c˙m(t) + 〈Ψ|
∑
i,j
χi,j |Ψ〉
∫
dxφ∗i (x, t)φ˙j(x, t),
y
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 = 〈Ψ|
∑
i,j,k,l
∫
dxaˆ†iφ
∗
i (x, t)
[
h0 +
λ
2
aˆ†jφ
∗
j (x, t)aˆkφk(x, t)
]
aˆlφl(x, t)|Ψ〉
= 〈Ψ|
∑
i,l
∫
dxaˆ†iφ
∗
i (x, t)h0aˆlφl(x, t)|Ψ〉
+
λ
2
〈Ψ|
∑
i,j,k,l
∫
dxaˆ†iφ
∗
i (x, t)aˆ
†
jφ
∗
j (x, t)aˆkφk(x, t)aˆlφl(x, t)|Ψ〉.
La variacio´n del funcional de Lagrange L = i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 con respecto a los dos modos
de menor energ´ıa es
∂
∂φ∗i (x, t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉] = d
dt
∂
∂φ˙∗i (x, t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉]
∂
∂φ˙∗i (x, t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉] = 0
∂
∂φ∗i (x, t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉] =i〈Ψ|
∑
j
χij |Ψ〉φ˙j(x, t)− 〈Ψ|
∑
l
Ωil|Ψ〉hˆ0φl(x, t)
−λ 〈Ψ|
∑
jkl
Υijkl|Ψ〉φ∗j (x, t)φk(x, t)φl(x, t)
i
∑
j
χijφ˙j(x, t) =
∑
l
Ωilhˆ0φl(x, t) + λ
∑
jkl
Υijklφ
∗
j (x, t)φk(x, t)φl(x, t).
A partir de estos te´rminos, se obtienen las restricciones del sistema que garantizan la orto-
normalidad de los dos modos de menor energ´ıa en el tiempo
i
(
χ11 χ12
χ21 χ22
)(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
= h0
(
Ω11 Ω12
Ω21 Ω22
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
+ λ
(
Υijkl Υijkl
Υijkl Υijkl
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
.
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De esta manera, se obtienen pares de ecuaciones acopladas no lineales, como es usual en la
aproximacio´n de campo medio y que para el caso tienen la forma
i
(
d+ c+
c− d−
)(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
= hˆ0
(
d+ c+
c− d−
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
+ λ
(
D+(x, t) C+(x, t)
C−(x, t) D−(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
,
(91)
donde
d± = 〈Ψ|(Jˆ ± Jˆ0)|Ψ〉, c± = 〈Ψ|Jˆ±|Ψ〉
D+(x, t) =〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)(Jˆ + Jˆ0 − 1)|Ψ〉|φ1(x, t)|2 + 2〈Ψ|(Jˆ2 − Jˆ20 )|Ψ〉|φ2(x, t)|2+
+ (〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉φ∗2(x, t)φ1(x, t) + c.c)
D−(x, t) =〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)(Jˆ − Jˆ0 − 1)|Ψ〉|φ2(x, t)|2 + 2〈Ψ|(Jˆ2 − Jˆ20 )|Ψ〉|φ1(x, t)|2+
+ (〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)Jˆ+|Ψ〉φ∗1(x, t)φ2(x, t) + c.c)
C+(x, t) =〈Ψ|Jˆ+(Jˆ + Jˆ0)|Ψ〉|φ1(x, t)|2 + 〈Ψ|(Jˆ − Jˆ0)Jˆ+|Ψ〉|φ2(x, t)|2 + 〈Ψ|Jˆ2+|Ψ〉φ∗1(x, t)φ2(x, t)
C−(x, t) =〈Ψ|Jˆ−(Jˆ − Jˆ0)|Ψ〉|φ2(x, t)|2 + 〈Ψ|(Jˆ + Jˆ0)Jˆ−|Ψ〉|φ1(x, t)|2 + 〈Ψ|Jˆ2−|Ψ〉φ∗2(x, t)φ1(x, t).
Es de destacar que tanto d± como c± son matrices reales de dimensio´n 2 × 2, lo cual hace
que el lado izquierdo de (91) tenga determinante real y facilite el desenredamiento temporal,
que se logra multiplicando las ecuaciones acopladas de movimiento desde la izquierda por la
matriz inversa. (
d+ c+
c− d−
)−1
=
1
d+d− − c+c−
(
d− −c+
−c− d+
)
.
De esta manera(
i
∂
∂t
− hˆ0
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
=
λ
d+d− − c+c−
(
D+d− − C+c− −D+c+ + C+d+
C−d− −D−c− −C−c+ +D−d+
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
≡
(
Λ11(x, t) Λ12(x, t)
Λ21(x, t) Λ22(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
.
(92)
Las propiedades de ortonormalidad de los modos espaciales (〈φi(t)|φj(t)〉 = δij) se preservan
en el tiempo, al cumplir con la siguiente condicione
〈φi(t)|φ˙j(t)〉+ 〈φ˙i(t)|φj(t)〉 = 0 i, j = 1, 2. (93)
Estas restricciones se cumplen, cuando al lado derecho de la ecuacio´n de movimiento, para los
dos modos de menor energ´ıa (92) se adiciona un multiplicador de Lagrange de la forma
∆Λˆ
(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
=
(
δ1(x, t) γ
∗(x, t)
−γ(x, t) δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
,
obtenie´ndose de esta manera, la expresio´n que permite encontrar las restricciones del sistema
provenientes de los modos.
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(
i ∂∂t − ho
)(φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
=
(
Λ11(x, t) Λ12(x, t)
Λ21(x, t) Λ22(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
+
(
δ1(x, t) γ
∗(x, t)
−γ(x, t) δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
.
(94)
Despejando en te´rminos de φ˙1(x, t) y φ˙2(x, t)
φ˙j(x, t) = −i(hˆ0φj(x, t) + Λj,k(x, t)φk(x, t) + δj,kφk(x, t)), (95)
y reemplazando en (93) se obtiene∫
dx
[− iφ∗i (x, t)(hˆ0φj(x, t)+Λj,kφk(x, t) + δj,kφk(x, t))
+ i(hˆ0φ
∗
j (x, t) + Λ
∗
j,kφ
∗
k(x, t) + δ
∗
j,kφ
∗
k(x, t))φj(x, t)
]
= 0.
Simplificando
〈φi(t)|Λjk(x, t)|φk(t)〉 − 〈φk(t)|Λ∗jk(x, t)|φj(t)〉 = δ∗jkδkj − δjkδik.
Para el caso en estudio se tiene
δ1(x, t) = −iIm
[(
φ1(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ12(x, t), φ2(t)
)]
δ2(x, t) = −iIm
[(
φ2(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)]
γ =
1
2
[(
φ1(t),Λ22(x, t)− Λ∗11, φ2(t)
)
+
(
φ1(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)
−
(
φ2(t),Λ
∗
12, φ2(t)
)]
,
esto implica que es necesario hacer una adicio´n a las ecuaciones acopladas (92)(
d+ c+
c− d−
)(
δ1(x, t) γ
∗(x, t)
−γ(x, t) δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
=
(
δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+ γ∗(x, t)d+ + δ2(x, t)c+
δ1(x, t)c− − γ(x, t)d− γ∗(x, t)c− + δ2(x, t)d−
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
y el te´rmino de restriccio´n para los modos tienen entonces la forma
∆Lφ =
∑
i,j
χi,j
((
φi(t),Λj,k(x, t), φk(t)
)
−
(
φk(t),Λ
∗
j,k(x, t), φj(t)
))
(96)
que para el caso es
∆Lφ =
(
δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+)
(
φ1(t), φ1(t)
)
+ (γ∗(x, t)d+ + δ2(x, t)c+)
(
φ1(t), φ2(t)
)
+
+ (δ1(x, t)c− − γ(x, t)d−)
(
φ2(t), φ1(t)
)
+ (γ∗(x, t)c− + δ2(x, t)d−)
(
φ2(t), φ2(t)
)
.
(97)
De esta manera las ecuaciones de movimiento para el sistema restringido a la evolucio´n tem-
poral de los modos es de la forma
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i〈Ψ|
∑
j
χij |Ψ〉φ˙j(x, t) = 〈Ψ|
∑
l
Ωil|Ψ〉hˆ0φl(x, t)+λ〈Ψ|
∑
j,k,l
Υijkl|Ψ〉φ∗j (x, t)φk(x, t)φl(x, t)+∆Lφ.
(98)
La expresio´n que va a describir la evolucio´n temporal con respecto a los dos modos de menor
energ´ıa es
i
(
d+ c+
c− d−
)(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
=h0
(
d+ c+
c− d−
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
+
(
D+ C+
C− D−
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
+
(
δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+ γ∗(x, t)d+ + δ2(x, t)c+
δ1(x, t)c− − γ(x, t)d− γ∗(x, t)c− + δ2(x, t)d−
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
.
(99)
El te´rmino de restriccio´n para los modos 4Lφ se obtiene desde la ecuacio´n (97).
A.2. Ecuaciones de movimiento para las amplitudes de cuasi-esp´ın
Teniendo ya los te´rminos provenientes de las variaciones con respecto a los dos modos de menor
energ´ıa, se obtendra´n ahora las contribuciones de los te´rminos provenientes de la variacio´n del
Lagrangiano con respecto a las amplitudes conjugadas c∗m(t)
∂
∂c∗n(t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉] = d
dt
∂
∂c˙∗n(t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉],
al realizar las respectivas operaciones, se obtienen las contribuciones del te´rmino del lado
derecho
d
dt
∂
∂c˙∗n(t)
[i〈Ψ|Ψ˙〉 − 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉] = 0.
De esta manera se encuentra la evolucio´n temporal de los coeficientes c˙n(t)
∂〈Ψ|Hˆ|Ψ〉
∂c∗n(t)
+
∂
∂c∗n(t)
[
−i〈Ψ|Ψ˙〉 −
∑
c∗n(t)c˙m(t) +4Lφ
]
= ic˙n(t). (100)
La derivada parcial del valor esperado del hamiltoniano con respecto a las amplitudes, no
contribuye a la suma porque es bilineal en c∗m(t), cm(t). Estas ecuaciones deben mantener las
restricciones de ortonormalidad de los dos modos dina´micos por medio de∑
m
|cm(t)|2 = 1,
y la derivada temporal de la suma de las normas al cuadrado
d
dt
∑
m
|cm(t)|2 =
∑
m
(c˙∗m(t)cm(t) + c
∗
m(t)c˙m(t)) = 0. (101)
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Reemplazando los valores de la ecuacio´n (100) en la ecuacio´n (101) y adicionando la restriccio´n
obtenida para los dos modos de menor energ´ıa se obtiene
i
d
dt
∑
m
|cm(t)|2 = −i ∂
∂cn(t)
[
〈Ψ˙|Ψ〉 −
∑
c˙∗m(t)cm(t)
]
cm(t)
+ c∗m(t)
∂
∂c∗n(t)
[
−i
(
〈Ψ|Ψ˙〉 −
∑
c∗m(t)c˙m(t)
)]
+4Lφ
=− i{〈Ψ|d+|Ψ〉
(
φ˙1(t), φ1(t)
)
+ 〈Ψ|d−|Ψ〉
(
φ˙2(x, t), φ2(t)
)
+ 〈Ψ|c+|Ψ〉
(
φ˙1(t), φ2(t)
)
+ 〈Ψ|c−|Ψ〉
(
φ˙2(t), φ1(t)
)
+ 〈Ψ|d+|Ψ〉
(
φ˙1(t), φ1(t)
)
+ 〈Ψ|d−|Ψ〉
(
φ˙2(t), φ2(t)
)
+ 〈Ψ|c+|Ψ〉
(
φ˙1(t), φ2(t)
)
+ 〈Ψ|c−|Ψ〉
(
φ˙2(t), φ1(t)
)
+4Lφ
= −i
((
φ1(t), φ˙1(t)
)
+
(
φ˙1(x, t), φ1(t)
))
d+
− i
((
φ2(t), φ˙2(t)
)
+
(
φ˙2(t), φ2(t)
))
d−
− i
((
φ1(t), φ˙2(t)
)
+ 〈φ˙1(x, t), φ2(t)
))
c+
− i
((
φ2(t), φ˙1(t)
)
+
(
φ˙2, (t)φ1(t)
))
c− + ∆Lφ
= δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+ + δ2(x, t)d− + γ∗(x, t)c−.
(102)
Por lo tanto
i
d
dt
∑
m
|cm(t)|2 =
(
δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+
)
+
(
γ∗(x, t)c− + δ2(x, t)d−
)
.
En el u´ltimo paso, el efecto de las restricciones ya ha sido tomado en cuenta. Esto produce la
adicio´n de un nuevo factor en el te´rmino correspondiente al multiplicador de Lagrange
∆L = ∆Lφ + µ
∑
m
|cm(t)|2,
donde µ es
µ = −[δ1(x, t)d+ − γ(x, t)c+ + δ2(x, t)d− + γ∗(x, t)c−],
lo cual no tiene ningu´n efecto adicional en las ecuaciones de movimiento para los dos modos.
A.3. Ecuaciones de movimiento acopladas
Como resultado final de todo este proceso, se obtienen las ecuaciones acopladas de movimiento
para los dos modos y para las amplitudes de cuasi-esp´ın.
Las ecuaciones acopladas de movimiento para los dos modos son
i
(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
=
(
hˆ0 + Λ11(x, t) + δ1(x, t) Λ12(x, t) + γ
∗(x, t)
Λ21(x, t)− γ(x, t) hˆ0 + Λ22(x, t) + δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
, (103)
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y para las amplitudes
ic˙m(t) =
∂〈Ψ|Hˆ|Ψ〉
∂c∗m(t)
+
∂
∂c∗m(t)
[
−i〈Ψ|Ψ˙〉 −
∑
c∗m(t)c˙m(t) +4Lφ
]
=
∂
∂c∗m(t)
[
〈Ψ|
∑
i,l
Ωi,l|Ψ〉〈φi(t)|hˆ0|φl(t)〉
+ 〈Ψ|
∑
i,j,k,l
βi,j,k,l|Ψ〉λ
2
(
φi(t)φj(t), φk(t)φl(t)
)]
+
∂
∂c∗m(t)
[
−i〈Ψ|
∑
χi,j |Ψ〉
(
φi(t), φ˙j(t)
)
+4Lφ
]
= cm′(t)〈j,m|Ωi,l|j,m′〉〈φi(t)|h0|φl(t)〉
+ cm′(t)〈j,m|βi,j,k|j,m′〉λ
2
(
φi(t)φj(t), φk(t)φl(t)
)
− icm′(t)〈j,m|χi,j |j,m′〉
(
φi(t), φ˙l(t)
)
+ µcm′(t).
Haciendo uso de la ecuacio´n (95) se obtiene
ic˙m(t) =
[λ
2
〈j,m|βi,j,k,l|j,m′〉
(
φi(t)φj(t), φk(t)φl(t)
)
− 〈j,m|χi,j |j,m′〉
(
φi(t),Λj,k(x, t), φk(t)
)
+ µ
]
cm′(t).
Como ejemplo, se procedera´ a hacer la variacio´n con respecto a c∗m(t) del primer te´rmino de
la parte cine´tica del funcional de lagrange.
∂
∂c∗n
[
〈jm|
∑
c∗m(t)(J + J0)|Ψ〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)]
=
∑
δn,m〈jm|(J + J0)
∑
cm′(t)|j,m′〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
= cm′(t)(j +m)〈j,m|j,m′〉
(
φ1(t), φ˙1(t)
)
= cm′(t)(j +m)〈j,m|j,m′〉
∫
φ∗1(x, t)φ˙1(x, t)dx,
(104)
el te´rmino φ˙1(x, t) se obtiene a partir de la ecuacio´n (92)
φ˙1(x, t) = −i[(Λ11(x, t) + hˆ0)φ1(x, t) + Λ12(x, t)φ2(x, t)],
que se reemplaza en la ecuacio´n (104)
− icm(t)(j +m)
∫
dxφ∗1(x, t)[(Λ11(x, t) + hˆ0)φ1(x, t) + Λ12(x, t)φ2(x, t)]
= −icm(t)(j +m)
∫
dx[φ∗1(x, t)Λ11(x, t)φ1(x, t) + φ
∗
1(x, t)hˆ0φ1(x, t) + φ
∗
1(x, t)Λ12(x, t)φ2(x, t)].
El te´rmino 〈φ1(t)|hˆ0|φ1(t)〉 se cancela con el proveniente de la variacio´n con respecto a c∗m(t)
del valor esperado del hamiltoniano (89) (este te´rmino proviene de la parte sin interaccio´n del
hamiltoniano).
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De forma similar se desarrollan los dema´s te´rminos, para obtener las ecuaciones correspon-
dientes a la variacio´n temporal de los coeficientes c˙m(t)
ic˙m(t) =
[((
φ1(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ12(x, t), φ2(t)
))
(j +m)
+
((
φ2(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ21(x, t)(x, t)φ1(t)
))
(j −m)
]
cm(t)
−
((
φ1(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ22(x, t), φ2(t)
))√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
−
((
φ2(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+ (
(
φ2(t),Λ12(x, t), φ1(t)
))√
(j −m)(j −m+ 1)cm+1(t)
+
λ
2
{[(
φ1(t)
2, φ1(t)
2
)
(j +m)(j +m− 1)
+
(
φ2(t)
2, φ2(t)
2
)
(j −m)(j −m− 1)
]
cm(t)
+ 4
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
(j2 −m2)cm(t)
+ 2
(
φ1(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
(j +m− 1)
√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
+ 2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)
2
)
(j +m)
√
(j −m)(j +m+ 1)cm+1(t)
+ 2
(
φ2(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
(j −m− 1)
√
(j −m)(j +m+ 1)cm−1(t)
+ 2
(
φ1(t)φ2(t), φ2(t)
2
)
(j +m)
√
(j +m)(j −m+ 1)cm−1(t)
+
(
φ21(x, t), φ
2
2(x, t)
)√
(j +m− 1)(j −m+ 2)(j +m)(j −m+ 1cm−2(t)
+
(
φ22(x, t), φ
2
1(x, t)
)√
(j −m− 1)(j +m+ 2)(j −m)(j +m+ 1cm+2(t)
}
+ µcm(t).
(105)
Las primeras cuatro l´ıneas de las ecuaciones de movimiento para ic˙m(t), provienen del te´rmino
cine´tico del funcional de Lagrange 〈Ψ|Ψ˙〉 y de los te´rminos correspondientes al valor esperado
del hamiltoniano para un cuerpo.
Con el fin de eliminar las derivadas temporales de los dos modos φn(x, t) en la ecuacio´n (105)
se recurrio´ a la ecuacio´n (103), la dependencia sobre los multiplicadores de Lagrange δ1(x, t),
δ2(x, t) y γ se cancelan con los te´rminos correspondientes a la restriccio´n ∆Lφ.
Los te´rminos encerrados en los corchetes de la ecuacio´n (105), provienen de la interaccio´n entre
dos cuerpos e incluyen contribuciones de una y dos part´ıculas, mientras que las dos u´ltimas
l´ıneas corresponden a las contribuciones provenientes de la restriccio´n. Todos los te´rminos
de la ecuacio´n (105) son proporcionales al para´metro λ de interaccio´n entre dos cuerpos. En
general, la dina´mica de cuasi esp´ın se expresa como una representacio´n de interacciones.
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Una vez encontradas las restricciones para un sistema conformado por dos part´ıculas ide´nticas
y restringidas a los dos modos de menor energ´ıa, podemos escribir las ecuaciones acopladas
de movimiento para este sistema.
Organizando te´rminos, se obtienen las ecuaciones acopladas para los dos modos de menor
energ´ıa
i
(
φ˙1(x, t)
φ˙2(x, t)
)
=
(
hˆ0 + Λ11(x, t) + δ1(x, t) Λ12(x, t) + γ
∗(x, t)
Λ21(x, t)− γ(x, t) hˆ0 + Λ22(x, t) + δ2(x, t)
)(
φ1(x, t)
φ2(x, t)
)
(106)
y las ecuaciones para las tres amplitudes
ic˙−1(t) = −
[(
φ2(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)]
2c−1(t)
−
√
2
[(
φ2(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ2(t),Λ12(x, t), φ1(t)
)]
c0(t)
+ λ
[(
φ2(t)
2, φ2(t)
2
)
c−1(t) +
√
2
(
φ2(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
c0(t)
+
(
φ2(t)
2, φ1(t)
2
)
c1(t)
]
+ µc−1(t)
(107)
c˙−1(t) = i
{[∫
φ∗2(x, t)Λ2,2φ2(x, t)dx+
∫
φ∗2(x, t)Λ2,1φ1(x, t)dx
]
2c−1(t)+
√
2
[∫
φ∗2(x, t)Λ1,1φ1(x, t)dx+
∫
φ∗2(x, t)Λ1,2φ1(x, t)dx
]
c0(t)−
λ
[∫
(φ∗2(x, t))
2φ22(x, t)c−1(t)dx+
√
2
∫
(φ∗2(x, t))
2φ1(x, t)φ2(x, t)c0(t)dx+∫
(φ∗2(x, t))
2(φ1(x, t))
2c1(t)dx
]
− µc−1(t)
}
ic˙0(t) =−
[(
φ1(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ12(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)
+
(
φ2(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)]
c0(t)
−
√
2
[(
φ1(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)]
c−1(t)
−
√
2
[(
φ2(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ2(t),Λ12(x, t), φ1(t)
)]
c1(t)+
λ
[
2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)φ2(t)
)
c0(t) +
√
2
(
φ1(t)φ2(t), φ1(t)
2
)
c1(t)
+
√
2
(
φ1(t)φ2(t), φ2(t)
2
)
c−1(t)
]
+µc0(t)
(108)
Anexo B. Ecuaciones finales de movimiento 112
c˙0(t) = i
{[∫
φ∗1(x, t)Λ1,1(x, t)φ1(x, t)dx+
∫
φ∗1(x, t)Λ1,2(x, t)φ2(x, t)dx+∫
φ∗2(x, t)Λ2,2(x, t)φ2(x, t)dx+
∫
φ∗2(x, t)Λ2,1(x, t)φ1(x, t)dx
]
c0(t)+
√
2
[∫
φ1(x, t)
∗Λ2,1(x, t)φ1(x, t)dx+
∫
φ1(x, t)
∗Λ2,2(x, t)φ2(x, t)dx
]
c−1(t)+
√
2
[∫
φ∗2(x, t)Λ1,1(x, t)φ1(x, t)dx+
∫
φ∗2(x, t)Λ1,2(x, t)φ1(x, t)dx
]
c1(t)−
λ
[
2c0(t)
∫
φ∗1(x, t)φ
∗
2(x, t)φ1(x, t)φ2(x, t)dx
+
√
2c−1(t)
∫
φ∗1(x, t)φ
∗
2(x, t)(φ1(x, t))
2dx
]
+
√
2c1(t)
∫
φ∗1(x, t)φ
∗
2(x, t)(φ2(x, t))
2dx)− µc−1(t)
}
ic˙1(t) =− 2
[(
φ1(t),Λ11(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ12(x, t), φ2(t)
)]
c1(t)
−
√
2
[(
φ1(t),Λ21(x, t), φ1(t)
)
+
(
φ1(t),Λ22(x, t), φ2(t)
)]
c0(t)
+ λ
[(
φ1(t)
2, φ1(t)
2
)
c1(t)
+
√
2
(
φ1(t)
2, φ1(t)φ2(t)
)
c0(t) + 2
√
2
(
φ1(t)φ2(t), φ2(t)
2
)
c0(t)
+
(
φ21(t), φ
2
2(t)
)
c−1(t)
]
+ µc1(t)
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c˙1(t) = i
{[∫
φ∗1(x, t)Λ1,1(x, t)φ1(x, t)dx+
∫
φ∗1(x, t)Λ1,2(x, t)φ2(x, t)dx
]
2c1(t)+
√
2
[∫
φ∗1(x, t)Λ2,1(x, t)φ1(x, t)dx+
∫
φ∗1(x, t)Λ2,2(x, t)φ2(x, t)dx
]
c0(t)−
λ
[
c1(t)
∫
(φ∗1(x, t))
2φ21(x, t)dx+
√
2c0(t)
∫
(φ∗1(x, t))
2φ1(x, t)φ2(x, t)+
2
√
2c0(t)
∫
φ∗1(x, t)φ
∗
2(x, t)(φ2(x, t))
2dx+
c−1(t)
∫
(φ∗1(x, t))
2(φ2(x, t))
2dx
]
−µc−1(t)
}
.
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C. Anexo: Probabilidad izquierda
PII =
L0,0
2
+
2L1,2δ
2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
√
2L0,1 cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt
)
cos
(
1
2
t
√
4δ2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+
2L1,2δ
2 cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ sin
((
φ(x), φ(x)
)
λt
)
sin
(
1
2 t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
√
2δ2 +
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2
2
.
Organizando y simplificando cada uno de los te´rminos de la expresio´n anterior se obtiene
PII =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
√
2L0,1 cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt
)
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+
L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ sin
((
φ(x), φ(x)
)
λt
)
sin
(
1
2 t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
√
2δ2 +
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2
2
+
2L1,2δ
2 cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
.
El segundo y tercer te´rmino de la expresio´n anterior pueden ser escritos de la forma cos(α±
β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ
√
2L0,1
2
[
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
+ cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)]
+
L0,1
(
φ(x), φ(x)
)
λ
2
√
2δ2 +
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2
2
[
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)
− cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]
,
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factorizando
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)] .
De esta manera la probabilidad de encontrar las dos part´ıculas al lado izquierdo del doble
pozo de potencial es
PII =
4L1,2δ
2 + 4L0,0δ
2 + 2L1,2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 + L0,0
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
8δ2 + 2
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
2L1,2δ
2 cos
(
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
+
L0,1
1 + (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
(
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2 − (φ(x), φ(x))λt)]
+
L0,1
1− (φ(x),φ(x))λ√
4δ2+
(
φ(x),φ(x)
)2
λ2

√
2
[
cos
((
φ(x), φ(x)
)
λt+
1
2
t
√
4δ2 +
(
φ(x), φ(x)
)2
λ2
)]
.
(110)
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